[image: ]    Themenkiste:   Kombinatorik			  ( „Kombi“ )


1. Worum geht es ?

	
Kombinatorik ist die Lehre der verschiedenen Möglichkeiten, Dinge anzuordnen. Zur Systematisierung der meisten Fälle hat es sich bewährt, modellhaft Urnen zu betrachten, aus denen nach einer bestimmten Vorschrift Kugeln gezogen werden (Urnenmodell). Dabei unterscheidet man verschiedene Bedingungen: 
- ob die Reihenfolge, wie gezogen wird, entscheidend ist oder nicht, 
- ob die gezogene Kugel nach dem Ziehen wieder in die Urne zurückgelegt wird oder nicht. 

[image: ][image: ]Die Zahl der Kugeln wird in der Regel mit n, die Zahl der Ziehungen mit k bezeichnet.
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Man unterscheidet folgende kombinatorische Standardfälle: 

Fall 1 a: Geordnete Ziehung aller Kugeln mit Beachtung der Reihenfolge: Permutation

Beispiel
Auf wie viele Weisen kann man n Elemente auf n nummerierte Plätze setzen?
„Der Code eines Zahlenschlosses enthält die Ziffern 1, 3 und 5. Die Reihenfolge
hat der Besitzer vergessen. Wie viele Möglichkeiten der Kombination gibt es?“

Übersetzung ins Urnenmodell
In einer Urne liegen drei Kugeln mit den Zahlen 1, 3 und 5. Ziehe nacheinander die Kugeln und merke die Reihenfolge.

Lösung: Bei der Ziehung der 1. Kugel gibt es n Möglichkeiten, bei der Ziehung der 2. Kugel n — 1 Möglichkeiten usw. absteigend.
Es gibt n ∙ (n — 1) ∙ (n — 2) ∙ … ∙ 1 = n! Möglichkeiten („n-Fakultät“).
Es gibt also insgesamt 3! = 3 ∙ 2 ∙ 1 = 6 Möglichkeiten

Fall 1 b: Ein Sonderfall der Permutation ist die Verwendung mehrerer gleichartiger Elemente.

Beispiel
Auf wie viele Weisen kann man n Elemente, von denen einige untereinander gleich sind, auf n nummerierte Plätze setzen?
„Paula hat drei blaue, zwei grüne und ein rotes Fähnchen zur Verfügung. Sie will damit den Balkon schmücken. Wie viele Möglichkeiten der Kombination gibt es?“

Übersetzung ins Urnenmodell
In einer Urne liegen 6 Kugeln mit den Farben Blau, Blau, Blau, Grün, Grün, Rot. Ziehe nacheinander die Kugeln und merke die Reihenfolge.

Lösung: Es gibt ursprünglich 6! Möglichkeiten (s. Fall 1a). Wegen der Gleichfarbigkeit einiger Kugeln stimmen jedoch etliche davon überein und dürfen nur einmal gezählt werden. Zur Findung der Formel argumentiert man so: Für jede der 6!
Anordnungen gibt es eine, die bzgl. der beiden grünen Kugeln ununterscheidbar ist, also halbiert sich die Gesamtzahl. Bzgl. der drei blauen Kugeln gibt es für jede Anordnung 6 Möglichkeiten, die ununterscheidbar sind (3er-Permutation der blauen
Kugeln: 3! = 6). Auch diese werden „herausgekürzt“: Es gibt also insgesamt   =  = 60 Möglichkeiten.

Fall 2 a: Es werden nicht alle Kugeln gezogen, mit Beachtung der Reihenfolge.

Beispiel
Auf wie viele Weisen kann man eine Auswahl aus n Elementen auf k nummerierte Plätze setzen?
„Bilde dreistellige Zahlen aus den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 und 8. Jede Ziffer darf nur einmal benutzt werden. Wie viele Möglichkeiten der Kombination gibt es?“

Übersetzung ins Urnenmodell
In einer Urne liegen n verschiedene, z. B. mit den Zahlen 1 bis 8 gekennzeichnete Kugeln. Ziehe k davon (k < n), geordnet ohne Zurücklegen.

Lösung: n = 8; k = 3
Man hat 8 Möglichkeiten für die Hunderter-, 7 für die Zehner- und 6 für die Einerstelle, also 8 ∙ 7 ∙ 6 = 336 Möglichkeiten, allgemein n ∙ (n — 1) ∙ … ∙ (n — k + 1) = 

Fall 2 b: Es werden die Kugeln gezogen und zurückgelegt, mit Beachtung der Reihenfolge.

Beispiel
Auf wie viele Weisen kann man n Elemente (Wiederholung erlaubt) auf k nummerierte Plätze setzen?
„Wie viele verschiedene fünfstellige Zahlen lassen sich aus den Ziffern 2, 4, 6 und 8 bilden, wobei Ziffern wiederholt vorkommen können? Wie viele Möglichkeiten der Kombination gibt es?“

Übersetzung ins Urnenmodell
In einer Urne liegen n verschiedene, z. B. mit den Zahlen 2, 4, 6 und 8 gekennzeichnete Kugeln.
Ziehe k-mal davon, geordnet mit Zurücklegen.

Lösung: n = 4; k = 5
Man hat bei der ersten Ziehung 4 Möglichkeiten. Da man die Kugel zurücklegt, gilt das für alle 5 Ziehungen gleichermaßen.
Es gibt also 4 ∙ 4 ∙ 4 ∙ 4 ∙ 4 = 45 = 1024 Möglichkeiten, allgemein nk.


Fall 3 a: Es werden nicht alle Kugeln gezogen, ohne Zurücklegen, die Reihenfolge wird nicht beachtet.

Beispiel
Auf wie viele Weisen kann man aus n Elementen k Elemente auswählen, wenn die Reihenfolge nicht beachtet wird?
„Eine fünfköpfige (n) Familie hat zwei (k) Kinokarten gewonnen. Wie viele Möglichkeiten
der Kombination beim Kinobesuch gibt es?“

Übersetzung ins Urnenmodell
Die Kugeln sind markiert mit „Vater“, „Mutter“, „Tochter“, „Sohn“ und „Oma“. Die Plätze sind von 1 bis 5 nummeriert, die ersten beiden sind die Gewinnerplätze.

Lösung: n = 5; k = 2
Zur Lösung des Problems gehen wir von Fall 1 a aus: Alle Kugeln werden nacheinander gezogen und auf die Plätze 1 bis 5 gesetzt. Dies ergibt n! Möglichkeiten. In unserem Fall ist es jedoch unerheblich, ob man als Erster oder als Zweiter auf einen
Gewinnerplatz gesetzt wird. („Die Reihenfolge wird nicht beachtet.“) Deshalb werden alle Kombinationen der Siegerplätze untereinander wie eine einzige Möglichkeit gezählt; mathematisch bedeutet dies Division durch k!. Mit den Verliererplätzen
verhält es sich ebenso: Alle Kombinationen dieser Plätze untereinander werden wie eine einzige Möglichkeit gezählt, dies führt zur Division durch (n — k)!.
Insgesamt erhält man also  Möglichkeiten.
Dieser Rechenausdruck hat eine so große Bedeutung, dass er einen eigenen Namen und ein eigenes Symbol bekommen hat: Binomialkoeffizient , gelesen: „n über k“.










Fall 3 b: Es wird ohne Beachtung der Reihenfolge mit Zurücklegen gezogen.

Beispiel
Auf wie viele Weisen kann man aus n Elementen k Elemente auswählen, wenn die Reihenfolge nicht beachtet und das gewählte Element jeweils zurückgelegt wird?
„Ein Kind darf aus einer Tüte voll Gummibärchen, die in 4 Farben vorliegen, 3 auswählen. Wie viele Möglichkeiten der Kombination gibt es?“

Übersetzung ins Urnenmodell
In einer Urne liegen n verschiedene Kugeln, ziehe k mal ungeordnet mit Zurücklegen. Dem Zurücklegen entspricht in diesem Beispiel die große, nicht ausgeschöpfte Menge von Gummibärchen jeder einzelnen Farbe.

Lösung: n = 4, k = 3. Man muss drei Arten von Auswahlen unterscheiden.
Anzahl der einfarbigen Auswahlen: 4 (wähle eine Farbe aus 4 aus)
Anzahl der zweifarbigen Auswahlen: entspricht Fall 3 a mit 2 aus 4 Farben, aber noch multipliziert mit 2, weil Farbe 1 2mal und Farbe 2 1mal in der Auswahl vertreten sein kann oder umgekehrt.
Anzahl der dreifarbigen Auswahlen: ebenfalls 4 (lasse eine der vier Farben weg)
+ 2 · +  = 4 + 2 · 6 + 4 = 20 Möglichkeiten insgesamt.
Die Herleitung der allgemeinen Lösung = erfolgt über die Rechenregeln für Binomialkoeffizienten oder über das Pascalsche Dreieck (was dasselbe ist).
Für das Beispiel ergibt sich ebenso  = =  =  = 20.
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Fall 4: Es wird aus mehreren Mengen je 1 Element gezogen unter Nichtbeachtung der Reihenfolge.

Viele der bisher dargestellten Fälle können auch mittels eines Baumdiagramms gelöst werden. Bei diesem Fall hier ist eine Darstellung mit dem Urnenmodell nicht möglich, es bietet sich nur das Baumdiagramm an.

Beispiel
Auf wie viele Weisen kann man je ein Element aus den Mengen l, m und n miteinander kombinieren?
„Stelle dir aus der Speisekarte ein Menü zusammen. Es gibt 3 Vorspeisen, 4 Hauptspeisen und 2 Nachspeisen zur Auswahl.“

Übersetzung ins Urnenmodell
Man erstellt ein Baumdiagramm der Möglichkeiten.

Lösung: Die Anzahl der Möglichkeiten ist das Produkt aus den Mengen l, m und n.







Überblick über die Standard-Fälle aus der Perspektive des Urnenmodells:

1 a und b: geordnete Ziehung aller Kugeln (Permutation, Sonderfall von 2a: k = n)
2 a: geordnete Ziehung ohne Zurücklegen (k ≤ n)
2 b: geordnete Ziehung mit Zurücklegen (k beliebig)
3 a: ungeordnete Ziehung ohne Zurücklegen (k < n)
3 b: ungeordnete Ziehung mit Zurücklegen (k beliebig)
4: Ziehung je eines Elements aus mehreren Mengen: Nicht im Urnenmodell darstellbar.




2. Bezug zum Rahmenlehrplan und zu den allgemeinen mathematischen Kompetenzen

	Rahmenlehrplan/ Themenfeld
	Bemerkungen

	Form und Veränderung
	
	

	Zahlen und Operationen
	
	

	Größen und Messen
	
	

	
Daten und Zufall

	
X
	Der Rahmenlehrplan sieht für die Jahrgangsstufe 1/2 „einfache kombinatorische Probleme
lösen“, für 3/4 „kombinatorische Überlegungen nutzen, um die Wahrscheinlichkeit von
Ergebnissen einzuschätzen“ vor. In der Jahrgangsstufe 5/6 taucht der Begriff „Kombinatorik“
nicht mehr auf. Zum Ende der Grundschulzeit geht es um eine fortschreitende Systematisierung und Schematisierung des Lösungsweges und um den Übergang zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung, der durch die Bruchrechnung möglich ist.





	
Klassenstufen
	Klasse 1
	Klasse 2
	Klasse 3
	Klasse 4
	Klasse 5
	Klasse 6

	
	x
	x
	x
	x
	x
	x

	
Bemerkungen
	Im Unterricht der Grundschule stehen das Verständnis für die Modellierung sowie die Lösungsschritte im
Vordergrund. Da die Schülerinnen und Schüler noch keine Standardverfahren zur Verfügung haben,
müssen sie mit Hilfe anschaulicher Darstellung oder materialgestützt-probierend Lösungsmöglichkeiten finden.
Dabei sind sie gefordert, Ideen zu entwickeln, zugrunde liegende Muster zu erkennen, zu strukturieren
und ihre Überlegungen zeichnerisch und sprachlich darzustellen. Schon für Klassenstufe 1 eignen sich kombinatorische Aufgaben, da sie sich gut handlungsorientiert lösen lassen.
Sie eignen sich für alle Klassenstufen, um in Form kurzer Unterrichtssequenzen immer mal wieder
(auch z. B. in Vertretungsstunden) aufgegriffen zu werden.







	Allgemeine mathematische Kompetenzen

	
1. Problemlösen
	1.1  Mathematische Kenntnisse, Fertigkeiten und Fähigkeiten bei der Bearbeitung 
       problemhaltiger Aufgaben anwenden.

	
	1.2  Lösungsstrategien entwickeln und nutzen (z.B. systematisch probieren).

	
	1.3  Zusammenhänge erkennen, nutzen und auf ähnliche Sachverhalte übertragen.

	
	

	
2. Kommunizieren
	2.1  Eigene Vorgehensweisen beschreiben, Lösungswege anderer verstehen und gemeinsam 
       darüber reflektieren.

	
	2.2  Mathematische Fachbegriffe und Zeichen sachgerecht verwenden.

	
	2.3  Aufgaben gemeinsam bearbeiten, dabei Verabredungen treffen und einhalten.

	
	

	
3. Argumentieren
	3.1  Mathematische Aussagen hinterfragen und auf Korrektheit prüfen.

	
	3.2  Mathematische Zusammenhänge erkennen und Vermutungen entwickeln.

	
	3.3  Begründungen suchen und nachvollziehen.

	
	

	
4. Modellieren
	4.1  Sachtexten und anderen Darstellungen der Lebenswirklichkeit die relevanten Informationen
       entnehmen.

	
	4.2  Sachprobleme in die Sprache der Mathematik übersetzen, innermathematisch lösen und diese Lösungen
      auf die Ausgangssituation beziehen.

	
	4.3  Zu Termen, Gleichungen und bildlichen Darstellungen Sachaufgaben formulieren

	
	

	
5. Darstellen

	5.1  Für das Bearbeiten mathematischer Probleme geeignete Darstellungen entwickeln, auswählen und 
      nutzen.

	
	5.2  Eine Darstellung in eine andere übertragen.

	
	5.3  Darstellungen miteinander vergleichen und bewerten.





3. Grundsätzliche didaktische und methodische Überlegungen für den Einsatz von Lernumgebungen

Struktur von Lernumgebungen 
Unter Lernumgebungen verstehen wir eine Arbeitssituation, bei der alle Kinder dieselbe Aufgabe bearbeiten, die aus mehreren Teilaufgaben besteht. Die Aufgabenstellung berücksichtigt die Heterogenität der Schülerinnen und Schüler und bietet nach einer niedrigen Eingangsschwelle vertiefende Teilaufgaben auf unterschiedlichem Verständnis- und Abstraktionsniveau. Damit bietet sie allen Lernenden einen individuellen Lernzuwachs und begünstigt das aktiv-entdeckende Lernen. 

Differenzierung 
Entsprechend dem Prinzip der natürlichen Differenzierung (vgl. Wittmann 1994) ist die Aufgabenstellung so gewählt, dass sie von Kindern mit unterschiedlichen Voraussetzungen auf verschiedenem Lernniveau bearbeitet werden kann. 

Instruktionsverbot 
Eine Einführung muss sicherstellen, dass jedes Kind die Problemstellung verstanden und einen Zugang zur Aufgabe gefunden hat. Ein Beispiel für einen möglichen Lösungsweg wird nicht gegeben, denn die Vorgabe eines Beispiels würde verhindern, dass die Kinder ihren persönlichen Rechenweg suchen. 

Eigenaktivität 
Der individuelle Lösungsweg der Schülerinnen und Schüler steht im Mittelpunkt. Sie entscheiden selbst über den Einsatz von Arbeitsmitteln und die Art der Dokumentation. So können Lösungswege in einem Rechenbild oder in beschreibenden Formulierungen festhalten werden. Dabei gelingt es einigen auch, zu begründen bzw. Erklärungen für ihren Denk- und Lösungsweg zu finden. 

Präsentation 
Der gemeinsame Austausch über die unterschiedlichen Bearbeitungswege einer Aufgabe, mit der sich alle Kinder beschäftigt haben, begünstigt das Lernen voneinander. Ein Vorstellen der Arbeitsergebnisse (vor der Klasse, als Museumsgang, als Partnerarbeit, in der Mathekonferenz etc.) ist wichtig, damit die Lernenden ihre unterschiedlichen Denkwege reflektieren können. In der Reflexion vertieft sich das mathematische Verständnis. Hier ist das Argumentieren gefragt: Was unterscheidet meinen Weg von dem der anderen Kinder? Worin liegt seine Stärke/Schwäche? 

Anerkennungskultur 
Die Rolle der Lehrkraft verändert sich, das Vormachen und Nachahmen von Verfahren tritt in den Hintergrund. Die unterschiedlichen Denkwege der Kinder, ihre Darstellung und Reflexion treten ins Zentrum. Fehler werden zum Ausgangspunkt, um Lösungswege genauer zu betrachten. Statt viele Aufgaben abzuarbeiten, werden bewusst nur wenige angeboten. Ziel ist es, dass alle Kinder Einsicht in mathematische Strukturen gewinnen können, dabei wird das individuelle Arbeits- und Lerntempo respektiert. Die Lehrkraft wird zum Berater und Organisator. Sie muss zulassen, dass am Ende nicht alle Kinder die Aufgabenstellung im gleichen Umfang bewältigt haben.
4. Lernumgebungen aus dieser Themenkiste


	
Geordnete Ziehung aller Kugeln: Permutation 
	
Kombi — 1: Koffer-Zahlenschloss (1; 2)                                            Die Zahlen in den Klammern
Kombi — 2: Ziffernkarten (1)                                                           beziehen sich auf die Aufgaben
Kombi — 4: Türme bauen (2)                                                          auf dem Aufgabenblatt zur
Kombi — 5: Staffellauf (1)                                                               jeweiligen Lernumgebung.


	
Permutation Sonderfall: Mehrere Elemente sind identisch 

	
Kombi — 3: Strummitiere (1) 

	
	
Ohne Zurücklegen
	
Mit Zurücklegen


	
Geordnete Ziehung 
	
Kombi — 2: Ziffernkarten (3) 
	
Kombi — 2: Ziffernkarten (2) 
Kombi — 3: Strummitiere (2) 
Kombi — 4: Türme bauen (1) 


	
Ungeordnete Ziehung 

	
Kombi — 6: Shake hands! (1; 2) 
Kombi — 7: Eisbecher (1) 

	
Kombi — 7: Eisbecher (2) 

	
Ziehung je eines Elements aus mehreren Mengen 

	
Kombi — 5: Staffellauf (2) 
Kombi — 8: Fußballtunier (1; 2; 3), (4 in veränderter Form) 


5. Materialliste / Bezugsquellen für Material

Eine Übersicht soll den Verantwortlichen dabei unterstützen, sich schnell einen Überblick zu verschaffen, ob alle Materialien in der Themenkiste vorhanden sind, sodass sie jederzeit einsatzbereit ist. 

	
Lernumgebung 

	
Beigelegte Materialien 

	
Weitere Materialien 
	
Bezugsquelle 

	
Kombi — 1: Koffer-Zahlenschloss 
	
Aufgabenblatt 
	
Zahlenschlösser, Ziffernkarten 
	
www.globetrotter.de 
www.jako-o.de 

	
Kombi — 2: Ziffernkarten 
	
Aufgabenblatt 
	
Ziffernkarten 
	
Schulbuchverlage 

	
Kombi — 3: Strummitiere 
	
Aufgabenblatt 
	
Lego-2er-Steine weiß und schwarz 
	
www.brick-shop.de 

	
Kombi — 4: Türme bauen 
	
Aufgabenblatt 
	
Steckwürfel in verschiedenen Farben 
	
Betzold, Schubi, Wiemann 

	
Kombi — 5: Staffellauf
	
Aufgabenblatt
	
Papier, Stifte
	

	
Kombi — 6: Shake hands!
	
Aufgabenblatt
	
Papier, Stifte
	

	
Kombi — 7: Eisbecher
	
Aufgabenblatt
	
Styroporkugeln in 4 Farben, durchsichtige Behälter, Kopiervorlagen (leer, 2 Kugeln, 3 Kugeln) 
	
Bastelgeschäft, leere Eisbehälter 

	
Kombi — 8: Fußballtunier
	
Aufgabenblatt
	
Legematerial
	


6. Evaluation

Ein Reflexionsbogen, der nach dem Einsatz der Themenkiste stichpunktartig ausgefüllt werden kann, soll als Grundlage für den Erfahrungsaustausch innerhalb der Lehrerschaft dienen.


	Name
	Klasse
	Datum
	Erfahrungen / Anregungen / Hinweise

	



	
	
	

	



	
	
	

	



	
	
	

	



	
	
	

	



	
	
	



7. Infomaterial / Ergänzende Literatur

	
Titel/Autor 

	
Beschreibung 
	
Wo zu finden? 

	
Grundschule Mathematik, Heft 27/2010 + Materialpaket/CD, Friedrich Verlag 
	
Umfassender Überblick über das Thema mit vielen Praxisbeispielen 
	
liegen dieser Themenkiste bei 

	
Beobachtungsbogen Kombinatorik 
(für Lehrer)
	
	
Grundschule Mathematik, Heft 27, CD

	
Selbsteinschätzungsbogen Kombinatorik (für Schüler)
	
	
Grundschule Mathematik, Heft 27, CD

	
CD-ROM mit diesen Handreichungen

	
	
liegt dieser Themenkiste bei 
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