Senatsverwaltung fur Bildung, Jugend und Wissenschatft bem.m

Abschlussprifung
an der Fachoberschule im Schuljahr 2015/16

Fach Mathematik (A)

Nur fur die Lehrkraft
Prifungstag 9. Mai 2016
Prifungszeit 09:00 — 13:00 Uhr

Nicht graphikfahiger Taschenrechner mit geloschtem Programmierteil, kein CAS-
Rechner, Handbuch/Gebrauchsanleitung muss vorliegen, Formelsammlung,
Rechtschreib-Worterbuch (siehe Aufgabendeckblatt)

Zugelassene
Hilfsmittel

Allgemeine und
spezielle Beachten Sie bitte das Schilerdeckblatt.

Arbeitshinweise

Erwartungs- Die Beschreibungen der erwarteten Leistungen enthalten keine vollstandigen
horizonte Ldsungen, sondern nur kurze Angaben. Hier nicht genannte, aber gleichwerti-
ge Loésungswege sind gleichberechtigt.

Die aufgefihrten Lésungswege zeigen immer nur eine Variante auf. Fir ande-
re Lésungswege oder Lésungsansatze, die schliissig dargestellt werden und
zu richtigen Zwischen- oder Endergebnissen fihren, sind die vorgesehenen
Bewertungseinheiten (BE) entsprechend zu vergeben. Wird jedoch der im Er-
wartungshorizont dargestellte Lésungsweg vom Prifling verwendet, so sind
die BE in der angegebenen Weise aufzuteilen. Damit die Méglichkeit besteht,
den eigenen didaktischen Aspekten bei der Bewertung genug Raum zu geben,
werden in der Regel die BE nicht kleinschrittig zugeordnet. Die Summe der BE
pro Teilaufgabe ist verbindlich.

Sind Zwischenergebnisse nicht korrekt ermittelt worden und die sich auf die-
sen Zwischenergebnissen aufbauenden weiteren Lésungswege schliissig und
nicht mit neuen Fehlern versehen, so sind die BE entsprechend zu erteilen
(Folgefehler). Dieses Vorgehen ist nicht anzuwenden, wenn eine offensichtlich
nicht sinnvolle Lésung unkommentiert bleibt oder der Lésungsweg durch den
Fehler erheblich einfacher geworden ist.

Die Verwendung von entsprechenden Operatoren in den Aufgabenstellungen
erfordert vom Priifling schriftliche Erlauterungen seiner Uberlegungen. Bei der
Bewertung dieser Erlauterungen, auf deren Darstellung im Erwartungshorizont
weitgehend verzichtet wird, kann die Lehrkraft inren padagogischen Spielraum
nutzen und sich an ihrer bisherigen Unterrichtspraxis orientieren. Im Erwar-
tungshorizont wird teilweise auf formale mathematische Vollstandigkeit verzich-
tet, wenn diese vom Schiler in der Regel nicht unbedingt zu erwarten ist.

Aufgabe Nr.: Soll
1 36
2 16
3 16
4 32
Summe: 100
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Aufgabenvorschlag A

1 Funktionsuntersuchung /36
Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(x) = x* + 4x;x €IR
1.1 Berechnen Sie die Funktionswerte f(x) fur folgende Werte von x. Tragen Sie die 14
Ergebnisse in die Wertetabelle ein.
X -2 -15 -1 -0,5 0 0,5 1 15
f(x)
1.2 Zeichnen Sie den Graphen von f im Intervall[-2; 1,5]. 14
Nutzen Sie hierfir das Koordinatensystem auf der folgenden Seite (Abbildung 1).
1.3 Bestimmen Sie alle Schnittpunkte des Graphen von f mit den Koordinaten- 14
achsen.
1.4 Untersuchen Sie den Graphen von f auf Symmetrie. Begriinden Sie ihre 14
Ergebnisse.
Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte von f im Unendlichen.
15 Bestimmen Sie alle relativen Extrempunkte des Graphen von f. /6
1.6  Zeigen Sie, dass der Graph von f im gesamten Definitionsbereich bis auf eine 14
einzige Stelle linksgekrimmt ist. Geben Sie diese Stelle an.
Ziehen Sie daraus einen Schluss uber die Existenz von Wendepunkten.
1.7 Eine Gerade g verlauft parallel zu der Tangente t, die den Graphen von f an der /10
Stelle x = 0 beruhrt. Die Gerade g schneidet die x-Achse an der Stelle x = -1.
Zeigen Sie, dass t(x) = 4x die Funktionsgleichung der Tangente t ist.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Geraden g und zeichnen Sie diese in
die Abbildung 1 auf der folgenden Seite ein.
Berechnen Sie die Schnittpunkte der Graphen von f und g.
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Abbildung 1 (Koordinatensystem zu den Aufgaben 1.2 und 1.7)

Beachten Sie die unterschiedliche Einteilung der Koordinatenachsen!
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Aufgabenvorschlag A
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2 Rekonstruktion /16

Der Graph einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades hat eine Nullstelle bei x = —-2.

An dieser Nullstelle wird der Graph von f von einer Tangente t berihrt, die die y-Achse bei
y = —6 schneidet.

An der Stelle x = -1 liegt ein Sattelpunkt des Graphen von f.

2.1 Bestimmen Sie ein Gleichungssystem, mit dem die Funktionsgleichung der /5
Funktion f berechnet werden kann.

Die Losung dieses Gleichungssystems ist nicht erforderlich.

2.2 Losen Sie stattdessen das dazu aquivalente folgende Gleichungssystem und geben 17
Sie die Funktionsgleichung f(x) = ax3 +bx2 +cx +d an:

12a -4b +1c = -3
+6a —4b +2c = 0
-8a +4b -2¢c +1d = O
12a -6b +3c = -3

2.3 Zeichnen Sie die Tangente tin s hY 14
dem nebenstehenden Koordi-
natensystem (Abbildung 2) ein.

-]

.

Skizzieren Sie in dem neben-
stehenden Koordinatensystem
(Abbildung 2) einen Graphen,
der die Bedingungen der 3
Aufgabenstellung erfullt.
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Abbildung 2
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3 Extremwertaufgabe

Eine Rinne aus Edelstahlblech hat ein
u-férmiges Profil, das im Koordinatensystem

durch die Funktion f mit
f(x)=0,5x* +0,3x* +0,4;x [-1:1]
beschrieben werden kann (s. Abbildung 3).

Die Rinne wird aufRen und in der Mitte von drei
senkrechten Stlitzen getragen.

Die Tragekonstruktion soll symmetrisch um
zwei zusatzliche Stutzen erweitert werden.

Die zusatzlichen Stitzen verlaufen parallel zur
y-Achse vom Boden bis zur Rinne.

Von dem Punkt P, in dem sie auf die Rinne
treffen, werden sie durch waagerechte Streben
mit den aufleren Stitzen verbunden

Die Hohe h der zusatzlichen Stiitzen und die
Breite b der Streben héngen von den
Koordinaten des Punktes P ab.

Abbildung 3
y

/16

1LE=1m

3.1 Zeigen Sie, dass man die Gesamtlange g von beiden zusatzlichen Stitzen und beiden

Streben mit der Zielfunktionsgleichung
g(x) = x* +0,6x% —2x +2,8

berechnen kann.

3.2 Der Punkt P soll so gewahlt werden, dass méglichst wenig Material fur die
zusatzlichen Stitzen und Streben bendtigt wird.

Welche Aussage macht das Vorzeichenwechselkriterium fur eine Minimalstelle der

Funktion g ?

Zeigen Sie, dass die gesuchte Minimalstelle im Intervall [ 0,6 ; 0,7 ] liegt.

3.3 Berechnen Sie mithilfe eines geeigneten Néaherungsverfahrens (2 Naherungsschritte)
die gesuchte Minimalstelle genauer und runden Sie das Ergebnis auf mm.

14

14

18
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4 Integralrechnung 132
Abbildung 4
y
Gegeben ist die Funktion f mit der -
Funktionsgleichung f(x)=-x* +1,7x. ‘ /
\ N
Der Graph von fist in Abbildung 4 \ ' / \\
dargestellt. \ 7
\ / \ X
-
A5 [\ |- 0.5 4 05 1 \1l5
/ \
A /
LY /
h ’ \
L/ \
Zwischen- und Endergebnisse sind auf drei Stellen nach dem Komma zu runden.
13
4.1  Begriunden Sie, dass j f(x)dx = Qiist, ohne das Integral zu berechnen. /2
-13

4.2 Ermitteln Sie rechnerisch die grof3te und die kleinste Nullstelle von f. 17
Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die zwischen diesen Nullstellen von dem
Graphen der Funktion f und der x-Achse eingeschlossen ist.

Die Flache, die von dem Graphen der Funktion f und der x-Achse im ersten Quadranten

eingeschlossen ist, hat einen Flacheninhalt von ca. 0,722 FE. Diese Flache soll durch

eine Gerade in zwei moglichst gleich groR3e Teilflachen zerlegt werden.

4.3  Zur Flachenteilung wird die Gerade g(x) = 0,5x verwendet. /11
Zeichnen Sie die Gerade g in Abbildung 4 ein.

Berechnen Sie den Flacheninhalt der oberen Teilflache.
Zeigen Sie, dass der Flacheninhalt der oberen Teilflache um weniger als 1% vom
gewulnschten Ergebnis abweicht.

4.4 Zur Flachenteilung wird nun eine Gerade h verwendet, die senkrecht zur /6
x-Achse steht und diese an der Stelle 0,7 schneidet. Weisen Sie nach, dass die
Flachenteilung durch die Gerade h dem gewilnschten Ergebnis nicht so nahe
kommt wie die Flachenteilung durch die Gerade g.

45 Durch eine geringe parallele Verschiebung der Geraden h nach rechts kann die /16
angestrebte Flachenteilung fast perfekt gelingen. Berechnen Sie die notwendige
Verschiebung.
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Erwartungshorizont fiir Aufgabenvorschlag A

Teil- Erwartete Teilleistung BE in AB
aufgabe
[ 1|
11
X -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5
f(x) 8 ~-09 | 3 |=~-194 0 ~ 2,06 5 | ~11,06 A
1.2 y
12 (enthalt auch die Gerade g
H aus Aufgabel.7)
. /
/
\ . /
\ .
\ .
\ 4 /
\ :
\
\ x
g -\,5 0.5 A ofs 1,5
) Graph von f zeichnen| 4
13 Schnittpunkt mit der y-Achse: S,(0]0)
(Sy(0]0) ist auch Schnittpunkt mit der x-Achse.)
Nullstellen berechnen:
f(x)=O<:>x4+4x=0<:>x(x3+4):O<:>
x=0 oder x> +4=0
Xn1 =0 oder Xn2 = -1,587
Sx2(-1,587]0) ist ein weiterer Schnittpunkt mit der x-Achse. 4
1.4 Der Graph der Funktion f ist weder punktsymmetrisch zum Ursprung noch
achsensymmetrisch zur y-Achse, da im Funktionsterm sowohl gerade als
auch ungerade Exponenten vorkommen. 2
Der hochste Exponent im Funktionsterm von f ist 4.
Der Koeffizient von x* ist 1, also positiv. Daher verlauft der Graph von
.plus unendlich* nach ,plus unendlich” oder
f(X) — +oo filr x — +oo und f(x) — +oo flir x — —oo. 2
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Teil- Erwartete Teilleistung BE in AB
aufgabe
Il
15 Bestimmung der relativen Extrempunkte
f'(x) = 43+4=0 notwendige Bedingung
4%3 = -4
Xg =-1 maogliche Extremstelle 3
f”(x) 20 Uberpriifen der hinreichenden Bedingung
f'(-1)=12>0= relatives Minimum von f(x) bei xg = -1
f-1)=-3= TP(-1]-3) 3
1.6 Das Vorzeichen der zweiten Ableitung gibt Auskunft tGiber die Art der
Krimmung.

f"(x) = 12x? > 0 fur alle x auRer x = 0 =

der Graph von f ist linksgekrimmt an allen Stellen x auf3er x = 0.

Daher kann es keine Wendepunkte geben, weil kein Krimmungswechsel
stattfindet.

4
1.7 t(0) =0=f(0)und t’(0) =4 =1’(0) 1
also berthrt t den Graphen von f an der Stelle x =0 1
Ansatz g(x) = ax +b
a=f'(0)=4=g(x) =4x +b
g(-1)=-4+b=0=>b=4=9g(X) =4x +4 2
Graph von g einzeichnen 1
Schnittpunkte von f und g berechnen:
f(x)=g(x)©x4+4x=4x+4© =4 x~11,414 3
f(-1,414) ~ -1,658 und  f(1,414) ~ 9,654 =
Die Schnittpunkte sind (-1,414|-1,675) und (1,414|9,675). 2
Mogliche BE 10|22 | 4
Summe Aufgabe 1 36
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Teil- Erwartete Teilleistung BE in AB
aufgabe
Il
2.1 f(x) = ax® +bx® + cx +d = f'(x) =3ax’ +2bx +c = f"(x) =6ax +2b 1
f(-2)=0 = —8a —-2c +1d = 0
f'(-2)=-3 = 12a -4b +1c +0d = -3
f'(-1)=0 = 3a +1c +0d = 0
f"(-1) =0 = —6a +0c +0d = 0 4
2.2 Losungen des Gleichungssystems berechnen
a=-1;b=-3;c=-3;e=-2 6
f(x) = —x3 —3x% —3x -2 1
2.3 3 Tangente einzeichnen 1
\ 6 Graph skizzieren.
\ . Der gezeichnete Graph muss
\ N bzw. darf
NG ,
. x - tangential zu t bei x = -2
8 ™ liegen,
3 2
\\ ) - einen Sattelpunkt bei x = -1
-+ mit deutlich erkennbarer
~ \ Steigung 0 haben und
8 k - keinen weiteren Kriim-
» mungswechsel aufweisen. 3
Mogliche BE 112 3
Summe Aufgabe 2 16
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Teil- Erwartete Teilleistung BE in AB
aufgabe
Il
3.1 Hauptbedingung g(b,h) = 2b +2h

Nebenbedingung 1 b =1-x
Nebenbedingung 2 h =1f(x) = 0,5x* +0,3x? +0,4
Zielfunktion g(x) = 2(1—x) +2(0,5x* +0,3x* +0,4)
g(x) = 2 —2x +x* +0,6x% +0,8
g(x) = x* +0,6x° —2x +2,8 4

3.2 Xy ist eine Minimalstelle der Funktion g, wenn an der Stelle x, das
Vorzeichen von g'(x) von negativ nach positiv wechselt. 2

g'(0,6) ~—0,461; g’(0,7) = 0,212 =

zwischen 0,6 und 0,7 liegt eine Stelle, an der g’'(x) das Vorzeichen von

negativ nach positiv wechselt, dort ist also g(x) minimal. 2
3
33 Newton-Verfahren x L= X, - 4x,” +1,2x, -2
T 12x 7 +1,2 1
n Xn g '(Xn) g "(Xa) =
1 |+0,6000000000 -0,4160000000 +5,5200000000
2 |+0,6753623188 +0,0426043244 +6,6733711405
3 |+0,6689780906
X,, ~ 0,669 m bzw. x,, ~ 669 mm 7
Mogliche BE 1|11 4
Summe Aufgabe 3 16
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Teil-
aufgabe

Erwartete Teilleistung

BE in AB

4.1

Weil der Graph punktsymmetrisch zum Ursprung ist (nur ungerade
Exponenten von x im Funktionsterm), sind die beiden Teilflachen gleich
grol3 und gehen mit verschiedenen Vorzeichen in die Flachenbilanz ein, so
dass das Ergebnis gleich 0 ist.

4.2

Nullstellen von f berechnen
f(X) =0 < x> +1,7x = 0 < x(-x* +1,7) = 0
Ldsungen: Xn1 = 0; Xn2 = -1,304; X3 = 1,304

1,304

j f(x)dx

0

A=2 = 2|F (1,304)-F (0)|

Stammfunktion F(x) = -0,25x* +0,85x°
F(1,304) ~ 0,722 und F(0) =0 = A~ 1,444 FE

4.3

. .
A5 E | 0.5 05 1 1

n

- : : Gerade einzeichnen
Berechnung der Schnittstellen von f und g
f(x) = g(X) X2+1,7x=05x< X +1,2x=0 < x(-x2 +1,2)=0

Schnittstellen: xy; = 0 und Xn2nz = + 1,095 (davon ist nur die positive
Ldsung sinnvoll)
Berechnung der oberen Teilflache

1,095
j d(x)dx

0

A, = =|D(1.095)-D(0)

Differenzfunktion d (x) =f (x) — g (X) = X3 +1,2x
Stammfunktion D (x) = -0,25x* +0,6x° =
D (1,095) ~ 0,360 und D (0) =0 = A, ~ 0,360

Abweichung vom Sollwert: 0,001,
relative Abweichung ~ 0,3%.

Erwartungshorizont B
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Teil- Erwartete Teilleistung BE in AB
aufgabe
il
4.4 Berechnung der linken Teilflache
0,7
A =|[ f(x)dx| =|F (0,7)-F (0)|
0
Stammfunktion F(x) = -0,25x* +0,85x° = 3

F(0,7) ~ 0,356 und F(0) = 0 = A, ~ 0,356

Abweichung vom Sollwert: 0,005
relative Abweichung ~ 1,4%.

Damit ist die Abweichung vom gewtinschten Ergebnis grofRer als in 4.3

4.5 Ansatz A = = |F (b)-F (O)| =0,361 <

.Tf(x)dx

-0,25b%+0,850% = 0,361 < b* -3,4b% +1,444 = 0
Substitution b® = z = 7 -3,4z2+1,444=0
Ldsungen: z, ~ 2,904 = by, ~+ 1,704 nicht sinnvoll

Lésungen:  z; = 0,496 = b, =+ 0,704 nur positive Losung sinnvoll

Die Verschiebung nach rechts betragt ca. 0,004 Einheiten. 6

Mogliche BE 8 |16| 8

Summe Aufgabe 32
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