Materialien zur Diagnose und Forderung im Mathematikunterricht
Leitidee ,Daten und Zufall*

Didaktischer Kommentar von Prof. Kortenkamp und Prof. Kuzle
Wie wahrscheinlich ist es, beim Mensch-argere-Dich-nicht aus dem Hauschen zu kommen?

Diese einfache Frage ist flr viele Menschen gar nicht einfach zu beantworten: In der ZEIT-Studie ,Burgerkompe-
tenz Rechnen® (Stiftung Rechnen, 2013) waren 34 % der représentativ befragten 18-65 Jahre alten Deutschen
der Meinung, dass die Wahrscheinlichkeit ,gleich 1/2“ ist, 9 % hielten es sogar fiir wahrscheinlicher aus dem
H&uschen zu kommen als es nicht zu schaffen, und 17 % beantworteten die Frage lieber erst gar nicht. Nur 40 %
der Befragten gaben in dem Multiple-Choice-Test die richtige Antwort — kleiner 1/2* —, und das auch dann, wenn
man einzelne Personengruppen nach Altersklassen oder Bildungsabschliissen aufgeschlisselt betrachtete. Wie
kann es sein, dass so eine einfache Frage auch noch von Universitatsprofessoren falsch beantwortet wird?

Unsere Eingangsfrage ist in der Tat ein besonders ergiebiger Ausgangspunkt fiir das Thema ,Wahrscheinlich-
keit“ und die damit in der Leitidee ,Daten und Zufall* verbundenen Themenkomplexe ,Daten” und ,Kombinatorik®.
Stochastische Problemstellungen, gerade bei (Wurfel-)Spielen, begegnen Kindern und Erwachsenen in ihrem
alltdglichen Umfeld und entspringen ihrer Lebenswelt (DZLM, o. J. [a]). Im Gegensatz zur Arithmetik fehlt es aber
an der Ausbildung von Intuition im Umgang mit ihnen. Daher ist ein gezielter Aufbau von stochastischen Grund-
vorstellungen notwendig, der in Kombination mit einem grundlegenden Verstandnis stochastischer GesetzmaRig-
keiten dazu flihren kann, dass Schilerinnen und Schiiler ein umfassendes Bild von Wahrscheinlichkeit aufbauen.

An der Frage nach dem Erfolg beim Mensch-argere-Dich-nicht kann man zum Beispiel gewisse Grundprinzipien
des stochastischen Denkens herauskristallisieren. Neben dem ,geflhlten®, intuitiven Wahrscheinlichkeitsbegriff,
der zum Beispiel beinhalten kann, dass Sechsen schwieriger zu wiirfeln sind als Einsen, gibt es eine mathemati-
sche Wahrscheinlichkeit, die rein aus theoretischen Uberlegungen erméglicht, Vorhersagen zu machen. Da ein
(fairer) Wurfel symmetrisch ist, gibt es keinen Grund, weshalb eine Zahl wahrscheinlicher als die andere sein
sollte. Bis hierhin reicht das stochastische Grundwissen der meisten Menschen. Doch wenn fiir einen Wurf die
Wahrscheinlichkeit 1/6 ist, eine 6 zu wiirfeln, ist dann nicht die Wahrscheinlichkeit, in drei Wiirfen eine Sechs zu
wirfeln, gleich 3-1/6 = 1/2? Falls ja — wie gro ware dann die Wahrscheinlichkeit, in sechs Wiirfen eine Sechs zu
wirfeln? Und in 12 Wirfen? Die Verknipfung von Modell und Vorstellung, der Weg zu Extremfallen und das
bewusste Hervorrufen von kognitiven Dissonanzen bietet Ansatzpunkte fiir einen verstandnisorientieren Unter-
richt, die auch in den hier vorliegenden Diagnose- und Fordermaterialien verfolgt werden.

Neben den wichtigen, aber schwer zu durchdringenden Begriffen der Wahrscheinlichkeit und des Zufalls erhalt
das Thema ,Daten” immer mehr an Bedeutung und auch Raum nicht nur im Mathematikunterricht, sondern in der
gesamten schulischen Bildung. Dies hat auch mit den im Rahmen der Digitalisierung mdglichen Verarbeitungs-
maglichkeiten zu tun. Es ist méglich und immer wichtiger, groRe Datenmengen zu verarbeiten und zu analysie-
ren, zum Beispiel indem sie auf wenige Kennwerte reduziert werden. Der Umgang mit grundlegenden Kennwer-
ten wie verschiedenen Mittelwerten, Minimum und Maximum, Median und Quartilen muss mit geringen Daten-
mengen eingeubt, aber mithilfe digitaler Medien auch mit groBen Datenmengen nachvollzogen werden. Dabei
spielt die Darstellung der Daten in vielféltiger Weise — als Histogramm, Graph, Boxplot, ... — eine wichtige Rolle
zum Aufbau von Grundvorstellungen der Stochastik. Auch hierauf gehen die Diagnose- und Fordermaterialien
ein. Damit helfen die Materialien, die Grundlage fiir einen kritischen Umgang mit Daten in der Informationsgesell-
schaft zu legen. Datenkompetenz ist ein grundlegendes Ziel mathematischer Bildung, welches auch schon in der
Grundschule verfolgt werden muss, wie der Arbeitskreis Stochastik der GDM (2003) in seinen Empfehlungen
schreibt.

Diagnose und Forderung

Diagnose sollte ein zentraler Baustein des Mathematikunterrichts sein. Hierzu sind Elemente der Diagnose ziel-
gerichtet und zum passenden Zeitpunkt einzubinden, um die individuellen Leistungen und Schwierigkeiten der
Schulerinnen und Schiler zu erfassen und Fehlvorstellungen und die Entstehung von solchen zu verhindern bzw.
bereits vorhandene zu berwinden. Dazu kann man zwischen einer eher produktorientierten oder eher prozess-
orientierten Diagnostik unterscheiden (Jordan & vom Hofe, 2008). Methoden, die auf die Erfassung individueller
Lernergebnisse (z. B. Klassenarbeiten) zielen, gehdren zu produktorientierter Diagnostik. Dabei wird das Ergeb-
nis als ,korrekt* oder ,nicht korrekt“ bzw. ,kann“ oder ,kann nicht‘ bewertet. Da solche Produkte oft erst am Ende
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eines Lernprozesses entstehen, kdnnen sie nur bedingt fir gezielte Férdermanahmen oder das Anpassen des
Unterrichts an die individuellen Bediirfnisse der Schiilerinnen und Schiiler eingesetzt werden. Anderseits ist eine
prozessorientierte Diagnostik auf die Erfassung individueller Lernprozesse ausgerichtet mit dem Ziel, die einem
Ergebnis zugrundeliegenden Gedanken einer Schiilerin oder eines Schiilers besser zu verstehen (Jordan & vom
Hofe, 2008). Die Lehrkrafte nutzen daflr unterschiedliche Methoden, wie z. B. Lerntageblcher oder diagnosti-
sche Interviews. Diagnostische Interviews stellen eine zeitaufwandige, aber sehr aufschlussreiche Methode dar,
mit der im direkten Gesprach Schiilervorstellungen bzw. -fehlvorstellungen in Erfahrung gebracht werden konnen.
Nach Jordan und vom Hofe (2008) ist prozessorientierte Diagnostik der Schilssel fur eine systematische indivi-
duelle Férderung durch die Lehrkraft. FérdermalRnahmen zielen zumeist auf das einzelne Kind unter Berticksich-
tigung seiner spezifischen Lernvoraussetzungen, -bedirfnisse, -wege, -ziele und -madglichkeiten. Die Unterschei-
dung zwischen einer produktorientierten oder eher prozessorientierten Diagnostik ist nicht trennscharf — kein
Produkt ohne Prozess, und auch ein Prozess ohne Produkt kann Gber das ,Nicht-Produkt® analysiert werden.

Die Entwicklung von Angeboten zur Diagnose und Forderung ist ein aufwandiger und komplexer Prozess, der
nicht durch jede Lehrkraft selbst geleistet werden kann. Aus diesem Grund hat das LISUM Diagnose- und
Fordermaterialien zur Thematik ,Daten und Zufall“ entwickelt. Die entwickelten Diagnosematerialien sind dabei
eine gute Mischung zwischen produkt- und prozessorientierter Diagnostik, um sowohl das Kénnen (einzelne
Kompetenzen und Vorstellungen) als auch die Lernprozesse der Schilerinnen und Schiller gezielt zu erfassen.
Dementsprechend soll die Férderung an der Diagnose orientiert werden — nicht alle Schilerinnen und Schiler
sollen samtliche Aufgaben bearbeiten. Es empfiehlt sich hier, die zu behandelnden Forderaufgaben an die bear-
beiteten Diagnoseaufgaben anzuknlpfen. Die Forderaufgaben sind im Dialog zwischen Lehrkraft und Schiilerin-
nen und Schilern einzusetzen, in dem das Hinterfragen von Schiilerantworten im Vordergrund stehen soll. Orga-
nisatorisch ist das gut in Kleingruppen umsetzbar. Dabei entsteht auch die Méglichkeit einer Kommunikation
zwischen Schulerinnen und Schilern, die den Aufbau von Verstandnis unterstitzt. Diese Situationen bieten der
Lehrkraft einen erneuten Einblick in den Fortschritt der Lernprozesse und unterstlitzen die Schiilerinnen und
Schler darin, sich die Fortschritte des eigenen Lernens bewusst zu machen. Die vom LISUM entwickelten Diag-
nose- und Fordermaterialien kdnnen als Basis fir die Entwicklung eigener, differenzierter Materialen fir die eige-
ne Lerngruppe genutzt werden, um bestimmte Bereiche intensiver zu Uben, Kenntnisse und Vorstellungen der
Schulerinnen und Schiler genauer zu erheben und sie dadurch gezielter zu fordern.

Daten und Zufall - Rechnen mit Ungewissheiten

Das mathematisch noch junge Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung bietet eine Mdglichkeit, mit Ungewisshei-
ten umzugehen. Dabei wird ein firr viele tberraschender Kontrast zwischen der exakten Wissenschaft Mathema-
tik und der ,Unberechenbarkeit” des Zufalls erzeugt. Wie kann man dies erklaren?

Es ist kein Zufall, dass Daten und Zufall in einer Leitidee miteinander behandelt werden. Es geht in diesen beiden
Teilbereichen der Stochastik um den Umgang damit, strukturelle Aussagen zu machen, die das Nicht-Wissen mit
beriicksichtigen.

Beginnen wir mit Daten: Diese werden erst dann wirklich interessant, wenn wir mit Datenmengen umgehen, die
wir nicht vollstandig tberblicken kénnen. Untersucht man zum Beispiel die SchuhgréRe von Kindern, so arbeitet
man mit Daten, die einzelnen Individuen zugeordnet werden kénnen. Misst man diese nur bei einem Kind, so
haben wir nur eine MaRzahl bestimmt. Misst man sie aber bei vielen Kindern — einer Klasse, der ganzen Schule,
in ganz Deutschland oder in Japan — dann bedarf es Techniken, mit diesen Daten umzugehen. Die Reduktion der
Urdaten auf einen oder wenige Kennwerte wie Minimum/Maximum, Median oder arithmetisches Mittel, versetzt
uns in die Lage, mehrere Gruppen miteinander zu vergleichen. Ublicherweise miissen diese Werte gar nicht
selbst bestimmt werden, sondern es bilden von dritten berechnete Kennwerte den Ausgangspunkt des Vergleichs
von Populationen. Auch aus diesem Grund ist der Aufbau von Grundvorstellungen zu statistischen Kennwerten
unerlasslich. Die Vermittlung des Begriffs des Minimums umfasst sowohl die Berechnung des Minimums, die
vielfaltige Darstellung und die Identifizierung des Minimums in verschiedenen Darstellungen. Der Aufbau solcher
Grundvorstellungen wird durch das Férdermaterial zu verschiedenen Kennwerten mit verschiedenen Darstel-
lungsformen, wie zum Beispiel dem Boxplot, der durch die Darstellung von Streuungsmafen das Vergleichen von
Verteilungen ermoglicht, unterstutzt.

So wie im Themenbereich Daten der Zusammenhang zwischen Mengen von Messwerten und ihren Kennwerten
hergestellt wird, wird im Bereich Zufall der Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeiten und Zufallsexperi-
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menten geknipft. Dabei ist eine besondere Herausforderung, dass die Begriffe ,Zufall und ,Wahrscheinlich-
keit* schon alltagssprachlich belegt und mit Vorstellungen verknipft sind, die nicht immer mit den mathemati-
schen Begriffen Ubereinstimmen. Anstatt dies als ,falsch® abzutun, muss an den Begriff der intuitiven Wahr-
scheinlichkeit angekniipft werden, der mit der berechenbaren, mathematischen Wahrscheinlichkeit kontrastiert
werden kann. Dabei ist der Fall gleichwahrscheinlicher Ergebnisse von Zufallsexperimenten als Grundvorstellung
geeignet. Diese Gleichwahrscheinlichkeit — als Basis von Laplace-Experimenten —ist oft gegeben, zumeist aus
Symmetriegriinden. Bei einer geschickten Beschreibung von Experimenten kann sie zudem oft mit Mitteln der
Kombinatorik — dem dritten Teilgebiet der Stochastik in der Schule, welches Daten und Zufall erganzt (AK
Stochastik, 2003) - dafiir genutzt werden, auch kompliziertere Zufallsexperimente zu modellieren und Wahr-
scheinlichkeiten mathematisch Gber das Verhaltnis von giinstigen zu allen méglichen Ergebnissen des Zufallsex-
periments zu berechnen.

So wie die Kombinatorik als Theorie des systematischen Zahlens von Mdglichkeiten die Grundlage fiir die Be-
rechnung von mathematischen Wahrscheinlichkeiten ist, so ist die Auswertung von relativen Haufigkeiten, also
einer weiteren Kennzahl von Daten, der Schliissel zur Ermittlung von statistischen Wahrscheinlichkeiten. Hier ist
es wiederum essentiell, aus der Kenntnis weniger Daten (zum Beispiel dem Ausgang von 1000 Warfelwdrfen) auf
die grofle Grundgesamtheit zu schlielen: Die (statistische) Wahrscheinlichkeit kann als das relative Vorkommen
eines bestimmten Ereignisses bei unendlich vielen Durchfiihrungen des Experiments angesehen werden.

Fur die unterrichtliche Behandlung von Daten und Zufall, insbesondere in der Primarstufe, ist der Aufbau von
entsprechenden Grundvorstellungen mit passenden Darstellungen und Handlungen wesentlich. Grundvorstellun-
gen (vom Hofe, 1995) vermitteln hier zwischen Realitat und mathematischem Modell und sind dadurch charakte-
risiert, dass sie

(@) sinnkonstituierend fiir mathematische Begriffe durch die Anknlpfung an bekannte Sach- und Handlungs-
zusammenhange sind,

(b) den Aufbau von (visuellen) Reprasentationen unterstiitzen, die operatives Handeln auf der Vorstellungs-
ebene ermdglichen, und

(c) die Fahigkeit zur Anwendung eines Begriffs auf die Wirklichkeit durch das Erkennen von Strukturen oder
das Modellieren von Sachproblemen vermitteln.

Diese drei charakterisierenden Eigenschaften von Grundvorstellungen werden im vorliegenden Férdermaterial
immer wieder aufgegriffen. So finden wir zum Beispiel im Fordermaterial zu ,Daten und Zufall* eine Ubung, bei
der mit einem Zehnerwrfel gewdrfelt wird. Dadurch kann eine wichtige Grundvorstellung zu Ergebnissen und
Ereignissen von Zufallsexperimenten aufgebaut werden: (a) der Begriff des Ergebnisses wird mit Leben gefilllt
(das, was beim Wiirfeln herauskommt), (b) die Schilerinnen und Schiiler werden in die Lage versetzt, sich ver-
schiedene Ergebnisse (eine 5 gewilrfelt) vorzustellen und zu verandern, indem sie das Wiirfeln nur noch gedank-
lich, auch mit anderen Wrfeln, ausfiihren, und (c) sie erhalten Zugang zum Begriff des Ereignisses und der La-
place-Formel, die sie nutzen, um konkrete Wahrscheinlichkeiten zu berechnen. Grundvorstellungen vermitteln in
beide Richtungen im Modellierungskreislauf (Blum, 1985; Schupp, 1988) zwischen Mathematik und Welt.

Ein Modell fiir den Kompetenzerwerhb

Im Rahmenlehrplan Berlin Brandenburg fiir das Fach Mathematik finden sich die Kernkompetenzen Daten
erheben und Daten darstellen, statistische Erhebungen auswerten, Zahlstrategien anwenden und Wahr-
scheinlichkeiten von Ereignissen bestimmen im inhaltsbezogenen Kompetenzbereich ,Daten und Zufall* wie-
der. Das Ziel dieser Leitidee ist es, dass die Schiilerinnen und Schiller Daten sammeln, dokumentieren, gra-
fisch darstellen und mithilfe statistischer Kennwerte numerisch zusammenfassen, beschreiben und interpretie-
ren (MBJS, 2015). Darliber hinaus sollen Zufallserscheinungen in alltaglichen Situationen ausgehend von
Wahrscheinlichkeitsschatzungen und experimentellen Untersuchungen beschrieben werden. Dabei bilden
kombinatorische Uberlegungen sowie Verfahren und Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine Grundla-
ge fir die Zufallserscheinungen, welche entscheidend fiir ,ein grundlegendes Verstandnis fiir Simulationen
und Prognosen® sind (MBJS, 2015, S. 8).

Kortenkamp, Kuzle, CC-BY-SA 4.0 Seite 3 von 11



Materialien zur Diagnose und Forderung im Mathematikunterricht
Leitidee: ,Daten und Zufall*

Die Inhalte der Stochastik gliedern sich in drei Teilbereiche: Statistik, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kombina-
torik, die auch oft in eigenen Unterrichtseinheiten thematisiert werden. Diese Teilbereiche sind allerdings nicht
streng voneinander getrennt, sondern eng miteinander verbunden, wie in der Einflihrung schon verdeutlicht.
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Abb. 1: Unterrichtskonzept zum Strukturieren der Aktivitaten im Bereich ,Daten und Zufall*, LISUM, CC-BY-SA 4.0

Auf diesen Uberlegungen aufbauend hat das LISUM ein Modell entwickelt, um die unterrichtlichen Aktivitaten
im Bereich ,Daten und Zufall* zu strukturieren (siche Abb. 1). Es geht hier nicht um die Festlegung einer
Reihenfolge oder die strikte Trennung von Unterrichtsinhalten, sondern um eine Orientierung fir Lehrkrafte fir
individuelle Férdermafinahmen. Es werden Querbeziige zwischen unterschiedlichen Teilgebieten hergestellt.
Im Modell stehen die drei folgenden Aspekte im Vordergrund: Idee der Daten als erfasste Informationen aus
der Vergangenheit und Gegenwart, Idee der Wahrscheinlichkeit als MaR fiir das Eintreten von Ergebnissen in
der Zukunft und Idee der Kombinatorik als geschicktes Zéhlen der Anzahl von Méglichkeiten.

In der ersten Spalte wird die Idee der Daten als erfasste Informationen aus der Vergangenheit und Gegenwart
anhand eines Zyklus dargestellt. Dieser Zyklus umfasst vier Phasen: (1) Stellen von Fragen zu Merkmalen, (2)
Sammeln von Daten in Form von Merkmalsauspragungen, (3) Darstellen von Daten in Tabellen, Ranglisten,
Diagrammen und (4) Auswerten von Darstellungen. Die erste Phase steht am Anfang und umfasst die Motivation
fur die Durchfiihrung einer statistischen Datenanalyse. Hierzu sollen interessante Fragen und Problemen aus der
Lebenswirklichkeit der Schilerinnen und Schiiler als Ausgangssituation benutzt werden. Die zweite Phase sieht
die Sammlung von Daten in Form von Merkmalsauspragungen vor. Ebenfalls soll bereits in dieser Phase der
Plan der Datenerhebung (u. a. das Design der Untersuchung, das Unterscheiden von qualitativen und quantitati-
ven Merkmalen, das Aufstellen und Konstruieren der Messinstrumente) bedacht werden. In der dritten Phase
folgt die Darstellung der Daten in z. B. Tabellen, Ranglisten, Diagrammen. Diese umfasst die Auswahl der pas-
senden Skalen (Nominalskala, Ordinalskala, metrische Skala) und Darstellung von Daten als absolute bzw. rela-
tive Haufigkeit. Im vierten Schritt folgt die Auswertung der Daten. Dabei werden geplante und evtl. ungeplante
Analysen durchgefiihrt, wie etwa das Ablesen von Informationen und das Ermitteln von Kennwerten, die dazu
dienen, Hypothesen zu generieren. Am Ende des ersten Zyklus stehen Schlussfolgerungen, die die Interpretation
der Ergebnisse sowie die Kommunikation weiterer neuer Ideen vorsehen. Diese Ideen kénnen den Zyklus dann
erneut starten. Wie bei den meisten Kreislaufen ist auch hier ein Einstieg in jeder der vier Phasen méglich -
beginnt man zum Beispiel mit der Analyse von Grafiken aus der Zeitung, so beginnt man in der vierten Phase.
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In der zweiten Spalte wird die Idee der Wahrscheinlichkeit als MaR fiir das Eintreten von Ergebnissen in der
Zukunft dargestellt. Mit der Angabe der Wahrscheinlichkeit versucht man die Unsicherheit von Ereignissen zu
beschreiben und zu erklaren. Als ein quantitatives MaR gibt sie an, wie gewiss oder ungewiss es ist, dass ein
bestimmtes Ereignis eintreten wird. Statistiken helfen dabei, das Phanomen ,Zufall* zu erforschen. So entste-
hen Verbindungen zwischen den Bereichen Statistik und Wahrscheinlichkeit. Als wichtige praktische Tatigkeit
gilt in diesem Kontext das Experimentieren. Durch ein Zufallsexperiment kann ein zufélliger Vorgang unter-
sucht werden. Dabei kann man verschiedene Zugange zum Wahrscheinlichkeitsbegriff unterscheiden. Die
Wahrscheinlichkeitsinterpretationen, die sich auf statistische Haufigkeiten zuriickflihren lassen, basieren auf
Zufallsexperimenten, die unter den gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholt werden kénnen. Angenom-
men die Zufallsversuche werden unter gleichen Bedingungen oft genug wiederholt, dann kann die relative
Haufigkeit als Schatzwert flr die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens eines Ereignisses verwendet werden.
Anderseits ist die ,subjektive oder intuitive® Wahrscheinlichkeit von der statistischen Wahrscheinlichkeit zu
unterscheiden, welche die Uberzeugung einer einzelnen Person von dem Eintreten oder Nicht-Eintreten eines
Ereignisses ausdriickt, die auf individuelle Erfahrungen mit der eigenen Person oder bestimmten Situationen
(der sogenannten inneren statistischen Datenbank) basieren. Zuletzt redet man Uber die mathematische
Wahrscheinlichkeit beim Ermitteln und Berechnen der Wahrscheinlichkeiten auf Grundlage von Modellvorstel-
lungen. Hierbei werden zum Beispiel Symmetrie-Eigenschaften des Modells herangezogen, um die Gleich-
wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse zu begriinden, sowie letztlich die erst 1930 formulierten Kolmogorov-
Axiome verwendet, um weitere Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

In der dritten Spalte wird die Idee der Kombinatorik als geschicktes Zéhlen der Anzahl von Méglichkeiten darge-
stellt. Hierzu ist festzustellen, (1) welche Moglichkeiten es gibt, Elemente einer endlichen Menge nach bestimm-
ten Bedingungen auszuwahlen oder anzuordnen und (2) wie viele Mdglichkeiten es dafiir insgesamt gibt. Bei der
Klassifizierung von kombinatorischen Aufgaben sind folgende Fragen zu klaren:

® Werden alle gegebenen Elemente bendtigt oder nur eine Auswahl?
* |Werden die Elemente nur einmal verwendet oder diirfen sie mehrfach verwendet werden?

* |st die Reihenfolge unerheblich oder muss die Reihenfolge beachtet werden? (DZLM, o. J. [b])

Aus diesen Unterscheidungen ergeben sich verschiedene Zahlstrategien: Permutation, Variation und Kombinati-
on. Bei der Idee der Kombinatorik geht es also maligeblich um das systematische Abzéhlen von Mdglichkeiten,
das gerade bei Laplace-Wahrscheinlichkeiten die Grundlage zum Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bildet.

Aus dem LISUM-Modell ist erkennbar, wie und an welchen Stellen die Verbindungen zwischen den drei Ideen im
Mathematikunterricht hergestellt werden sollen. Da aber Stochastik kein eigensténdiges Stoffgebiet ist —
,Stochastische Inhalte sollen nicht unverbunden neben den géngigen Inhalten des Mathematikunterrichts stehen,
sondern mit diesen vernetzt werden® (AK Stochastik, 2003, S. 21) — kann die Arbeit mit Daten und auf Daten
aufbauenden Modellbildungen als Unterrichtsprinzip in verschiedenste Gebiete des Mathematikunterrichts inte-
griert werden.

Einsatz der Diagnose- und Fordermaterialien

Die vom LISUM entwickelten Diagnose- und Férdermaterialien decken die genannten Bereiche und Kompeten-
zen auf verschiedenen Niveaustufen (B-G) und damit die Schullaufbahn von der Grundschule bis zur Sekundar-
stufe ab. Es ist aber nicht notwendig, das gesamte Material mit allen Schilerinnen und Schilern durchzuarbeiten!
Um mdglichst effektiv die notwendigen Forderschritte gehen zu kénnen, wird Uber das Diagnosematerial zu-
nachst grob festgestellt, in welchem Bereich evtl. Férderbedarf besteht.

Die Diagnosematerialien bestehen aus einer Kombination von quantitativen und qualitativen Aufgaben. Dadurch
kénnen die erkennbaren Starken und Schwéchen der Schiilerinnen und Schiiler den Lehrkraften Hinweise auf
bestehende Férdernotwendigkeiten geben. Dabei geht es nicht nur um ,richtig" oder ,falsch® bzw. ,kann* oder
,kann nicht*, sondern darum, das Denken der Schiilerinnen und Schiiler sichtbar zu machen, zu verstehen, wo
sich die Schilerin oder der Schiiler befindet und wo die Schwierigkeiten liegen. Dazu wurden alle Diagnoseauf-
gaben in das oben beschriebene vom LISUM entwickelte Modell und in den neuen Rahmenlehrplan eingeordnet.
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Auch die Forderaufgaben sind entsprechend des Modells geordnet. Durch die farbige Gestaltung ist leicht nach-
vollziehbar, welche Idee mit den entsprechenden Forderaufgaben verfolgt wird.

Zum Beispiel sollen die Schiilerinnen und Schiiler im Diagnosematerial zum Themenbereich ,Daten (Niveau-
stufe B im Aufgabenteil 2) die Anzahl der gegebenen Gegenstande in die Tabelle eintragen und schliellich ins
Diagramm ubertragen. Hinsichtlich des LISUM-Modells geht es um die griine Spalte zur Idee der Daten und
das Feld ,Darstellung von Daten in Tabellen, Ranglisten, Diagrammen®. Mit dieser Aufgabe kdnnen Sie also
feststellen, ob die Schiilerin oder der Schiiler die vorgegebenen Daten aus einem Text in unterschiedliche
Darstellungen - hier Tabelle, Diagramm — (bertragen kann. Falls die Schilerin oder der Schiiler keine sinnvol-
le Antwort in der Tabelle oder in dem Diagramm gibt (z. B. die Darstellung der Haufigkeit der Schiilerin oder
des Schulers beginnt nicht bei der Null, die Achse mit der Darstellung der Ergebnisse ist nicht gleichmaRig
eingeteilt oder enthélt nicht alle Ergebnisse), konnen Sie die an dieser Stelle passende Forderaufgabe aus
dem griinen Teil mit der Schilerin oder mit dem Schiiler erarbeiten bzw. bearbeiten, wie etwa das Ordnen von
bunten Zetteln in einem Diagramm (Aufgabe 20 im Fordermaterial). Dabei soll die Schilerin oder der Schiler
alle Zettel in der gleichen Farbe aneinander ohne Liicken an der Tafel anheften. Durch die enaktive Tatigkeit
des Ordnens der Zettel gleicher Farben Ubereinander entstehen S&ulen und somit ein S&ulendiagramm. Bei
der gemeinsamen Bearbeitung der Férderaufgaben kann die Diagnose verfeinert werden.

Um solche diagnostischen Informationen wirksam werden zu lassen, werden in den didaktischen Handrei-
chungen (Fordermaterialien) zielgerichtete FérdermalRnahmen empfohlen, indem zu typischerweise erwarteten
Schwierigkeiten der Schiilerinnen und Schiler konkrete Anregungen zur unterrichtlichen Bearbeitung gegeben
werden. Fir jede Idee aus dem LISUM-Modell ergeben sich allerdings verschiedene Schwerpunkte, sodass
sowoh! die Diagnose als auch die Férderung im Gesprach zwischen Lehrkraften und Schiilerinnen und Schi-
lern erarbeitet und bearbeitet werden sollen.

Spezielle Hinweise zu den im Material angesprochenen Teilbereichen

Kombinatorik

Die Kombinatorik wird oft als Kunst des Zahlens oder geschickten Zahlens betrachtet, die sich mit den Fragen
nach zuldssigen kombinatorischen Mdglichkeiten (Welche gibt es?) und deren Anzahl (Wie viele Mdglichkeiten
gibt es?) befasst. Der Begriff ,geschicktes Zahlen" verdeutlicht, wie dabei vorgegangen werden soll: mdglichst
geschickt bzw. mdglichst einfach (DZLM, o.J. [c]). Es geht somit darum, méglichst einfache Wege zur Anzahlbe-
stimmung zu finden, was schon im Niveau A thematisiert wird (RLP, 2015). Es geht also maligeblich um das
systematische Abzahlen von Mdglichkeiten, das eine Grundlage zur Entwicklung allgemeiner geistiger Fahigkei-
ten (Herbart, 1841) und zum Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bildet (AK Stochastik, 2003). Somit sind die
elementaren kombinatorischen Inhalte in allen Zweigen der Schulmathematik bedeutsam und sollen in angemes-
sener Weise in den Stochastikunterricht der Primar- und Sekundarstufe integriert werden.

Bei kombinatorischen Aufgabenstellungen stehen vor allem die Losungsprozesse im Vordergrund. Ziel ist es,
ausgehend vom Probieren und dem ersten noch sehr unsystematischen Finden einzelner Anordnungen, die
Schiilerinnen und Schiller an systematische Vorgehensweisen heranzufiihren. Dabei kénnen sie Strategien ent-
wickeln, um damit alle Anordnungen sicher zu finden.

Fir die Entwicklung dieser Strategien ist es hilfreich, die Situationen handelnd zu begreifen sowie zeichnerisch
und symbolisch darzustellen. Dabei ist es wichtig, Situationen und Anordnungen immer wieder miteinander zu
vergleichen. Durch die Bearbeitung von Situationen der gleichen Art erlangen die Schilerinnen und Schiiler ein
tiefgreifendes Verstandnis fiir die gemeinsamen mathematischen Strukturen der Situationen.

Das allgemeine Zahlprinzip der Kombinatorik stellt eine wichtige Grundvorstellung fiir das Abzahlen von Mdglich-
keiten dar. Werden Elemente aus zwei oder mehr unterschiedlichen Mengen auf jede mdgliche Art und Weise
einander zugeordnet, so kann die Gesamtzahl der Mdglichkeiten als Produkt der Kardinalitat der Mengen be-
rechnet werden. Eine klassische Aufgabenstellung zu dieser Grundvorstellung ist zum Beispiel: Es gibt vier
T-Shirts, zwei Hosen und drei Paar Schuhe zur Auswahl. Wie viele Méglichkeiten gibt es, sich verschieden anzu-
ziehen? Die Situation kann unterschiedlich dargestellt werden, zum Beispiel durch das Legen der Objekte, bild-
lich, symbolisch mit Buchstaben oder mit einem Baumdiagramm. Das Auflisten und Abzahlen ist der elementars-
te Losungsweg, der den Lernenden zur Verfligung steht. Eine systematische Auflistung (mit Material oder schrift-
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lich) stellt sicher, dass Figuren nicht doppelt gezahlt oder vergessen werden. Zudem ergibt sich durch die Art der
Darstellung auch die Verkniipfung zum Rechteckmodell der Multiplikation als zentraler Grundvorstellung aus der
Arithmetik. Die zum Beispiel gehdrende Multiplikation wiirde 4 - 2 - 3 = 24 lauten. Sie ergibt sich letztendlich aus
der Kardinalitt des Kreuzproduktes der drei Mengen (T-Shirts, Hosen, Schuhe).

Fur die geschickte Bestimmung aller M3glichkeiten fiir das Lésen kombinatorischer Aufgabenstellungen ist eine
Vielfalt an Grundsituationen (Variation, Permutation, Kombination) charakteristisch. Bei einer Anordnung (Permu-
tation) werden alle Elemente der Grundmenge betrachtet, wohingegen bei Auswahlen (Variationen oder Kombi-
nationen) nur eine Stichprobe der Grundmenge im Fokus des Interesses liegt. Je nachdem, ob die Reihenfolge
der Elemente ber(cksichtigt wird (Variation) oder nicht (Kombination), gibt es geordnete und ungeordnete Stich-
proben. Bei Anordnungen (Permutationen) wird dagegen immer die Reihenfolge bericksichtigt. Dabei mussen
bei Permutationen, Variationen und Kombinationen jeweils zwei Félle unterschieden werden:

« Permutation/Variation/Kombination ohne Wiederholung, wenn die Objekte untereinander
unterscheidbar sind und

« Permutation/Variation/Kombination mit Wiederholung, wenn die Objekte (teilweise)
nicht unterscheidbar sind.

Diese Anzahlen kénnen flr Gbersichtliche Situationen noch naiv bestimmt werden, spatestens bei groen oder
gar unbestimmten Anzahlen von zu kombinierenden Objekten werden aber Formeln verwendet, deren Entste-
hung in einfachen Fallen nachvollzogen werden sollte.

1. Fall: Es wird keine Auswahl getroffen

Wenn keine Auswahl an Objekten getroffen wird, so berechnet man die verschiedenen Anordnungsmaglichkeiten
der Objekte mithilfe der Permutation. Ein passendes Beispiel fir eine Permutation ohne Wiederholung wére: ,In
einer Urne befinden sich sechs verschiedenfarbige Kugeln. Wie viele Mdglichkeiten gibt es, die Kugeln in einer
Reihe anzuordnen?“ Um die Anzahl verschiedener Kombinationsmdglichkeiten von n unterscheidbaren Objekten
zu berechnen, ergibt sich induktiv die Formeln - (n — 1) - (n — 2) - ...~ 1, die mit n! (,n Fakultat‘) abgekirzt
wird: Zuerst wird aus n Elementen eines ausgewahlt, aus den verbleibenden (n-1) Elementen ein weiteres, und
so fort, bis nur noch ein Element (ibrig bleibt.

Sind nicht alle Objekte unterscheidbar, so muss die Anzahl der Permutationen korrigiert werden, indem durch die
nicht unterscheidbaren Permutationen dividiert wird. Ein passendes Beispiel ware: ,In einer Urne befinden sich
drei griine und zwei gelbe Kugeln. Wie viele Mdglichkeiten gibt es, die Kugeln in einer Reihe zu ordnen?* Wéren
alle Kugeln unterscheidbar, so ergaben sich 5! Mdglichkeiten, die durch die Permutationen der drei und zwei

Objekte dividiert werden, wodurch sich % Maglichkeiten ergeben. Allgemein gilt fiir n Objekte, bei denen Grup-

pen von kq, ko, ks, ..., k; Objekten ununterscheidbar sind, dass die Anzahl der Mdglichkeiten #,'kl be-
1.' 2.‘...' i.

tragt.

2. Fall: Es wird eine Auswahl getroffen

Werden nicht alle Elemente einer Gesamtmenge berticksichtigt, so berechnet man die Kombination oder die
Variation.

Die Kombination gibt die Anzahl der Mdglichkeiten an, eine bestimmte Menge von unterscheidbaren Objekten
aus einer groeren Gesamtmenge auszuwahlen. Ein passende Fragestellung ist: ,In einer Urne befinden sich 16
verschiedenfarbige Kugeln. Es werden drei der Kugeln gezogen. Wie viele Mdglichkeiten gibt es dafiir?“ Da es
fir die erste Kugel 16 Mdglichkeiten, fiir die zweite nur noch 15, fir die dritte nur noch 14 gibt — dies kann hand-
lungsorientiert nachvollzogen werden — erhélt man zunéchst 16-15-14 Méglichkeiten, oder, anders geschrieben,

EL - , oder allgemein flir die Auswahl von k aus n Elementen " Zu beachten ist aber, dass fiir die
13! (16-3)! (n—k)!
ausgewahlten Elemente die Reihenfolge der Auswahl irrelevant ist, was schlielich zur Formel - fuhrt, die

(n—-k)!-k!
mit dem Binomialkoeffizienten ,n (iber k“ oder ,k aus n“ in Zeichen (2) abgekirzt wird. Ist die Reihenfolge hinge-
!

n
(n—=k)!

gen nicht irrelevant, so erhalt man Méglichkeiten fir die sogenannte Variation.
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Erlaubt man, dass Objekte mehrfach ausgewahlt werden durfen, so erhalt man die Kombination bzw. Variation
mit Wiederholung. Fir die Variation mit Wiederholung, also die k-fache Auswahl aus n Elementen ergibt sich aus
dem allgemeinen Zahlprinzip der Kombinatorik die einfache Formel n*. Fir die Kombination mit Wiederholung,
also fiir eine Auswahl von k Elementen aus n Elementen ohne Beachtung der Reihenfolge kénnen wiederum
Binomialkoeffizienten verwendet werden. Eine entsprechende Fragestellung wére: ,In einer Urne befinden sich
sieben verschiedenfarbige Kugeln. Es werden drei der Kugeln gezogen, wobei die gezogene Kugel nach jedem
Zug wieder zuriickgelegt wird.“ Um zu berechnen, wie viele Moglichkeiten es gibt, k Objekte aus einer Gesamt-
menge von n Objekten auszuwéhlen, wobei die Objekte mehrmals ausgewahlt werden dirfen, kann man den
Binomialkoeffizienten (™*¥~") nutzen. Diese Formel I4sst sich zum Beispiel iiber eine geeignete Umformu-

lierung der Fragestellung auf Differenzen zeigen.

Fur das Lésen kombinatorischer Aufgabenstellungen stehen Schiilerinnen und Schiilern unterschiedliche Strate-
gien zur Verfligung:

« Das (systematische) Auflisten und Abzéhlen,

« die geschickte Darstellung in Tabellen- oder Matrixform oder als Baumdiagramm,
« das Verwenden kombinatorischer Zahlstrategien oder

« das Nutzen der kombinatorischen Formeln.

Im Unterricht der Grundschule und Sekundarstufe | spielt die mathematische Bezeichnung dieser Grundsituatio-
nen keine wichtige Rolle. Vielmehr missen die Schilerinnen und Schiler in der Lage sein, diese zu unterschei-
den und fiir verschiedene Situationen die richtige Interpretation zu finden, nétigenfalls tiber den Ruckbezug auf
das allgemeine Zahlprinzip. Somit bieten kombinatorische Kontexte ein gutes Ubungsfeld fir das Problemldsen
und Modellieren, vielfaltige Mdglichkeiten der Differenzierung und die Moglichkeit, das Interesse an Mathematik
durch die Mdglichkeit zum spielerisch-experimentellen Vorgehen zu wecken. Es eignen sich zum Beispiel einfa-
che Spielmaterialien wie Bausteine oder Anziehpuppen.

Wahrscheinlichkeit

Der Wahrscheinlichkeitsbegriff gehort nicht nur in der Schule zu den sehr schwer zu fassenden mathematischen
Konstrukten. Dies resultiert zum einen daraus, dass ,Wahrscheinlichkeit* umgangssprachlich und im Alltag fir
alle Menschen schon bekannt und mit gewissen Erwartungen belegt ist, zum anderen aber die mathematisch
korrekte Beschreibung der Phanomene eine sehr prazise Sprache und Formalisierung bendtigt. Gleichzeitig birgt
die Alltagsnéhe und hohe Anwendbarkeit der mathematischen Begriffe viele Chancen fiir einen reichhaltigen und
interessanten Unterricht, bei dem die Schiilerinnen und Schiiler Erfahrungen sammeln kénnen und diese mit den
formalen Werkzeugen, die sie im Laufe der Zeit erwerben, immer sicherer mathematisieren kdnnen.

Der Begriffsaufbau beginnt bereits in den ersten Klassen der Grundschule. Hier werden die Vorerfahrungen der
Schiilerinnen und Schiller zundchst im Rahmen der subjektiven Wahrscheinlichkeit, einer Einschatzung des
Grads der Sicherheit, mit dem man das Eintreffen eines Ergebnisses erwartet, beschrieben. Eine Besonderheit
ist dabei, dass — im Gegensatz zum sonstigen Eindruck der Schilerinnen und Schiiler von Mathematik — es nicht
eine feste, richtige Losung fur den Ausgang eines Experiments gibt, sondern gerade die Mdglichkeit verschiede-
ner Ergebnisse den Begriff der Wahrscheinlichkeit ausmacht. Dies muss im Unterricht in allen Jahrgangsstufen
immer wieder neu erfahren und gefestigt werden. Dazu werden Situationen diskutiert, in denen nur eines oder
mehrere Ergebnisse méglich sind, und Experimente durchgefiihrt und ihre Ergebnisse protokolliert, um zu explo-
rieren, wie man die Wahrscheinlichkeit der einzelnen Experimente fassen kann. Als Grundfrage kann hier dienen,
welche Ergebnisse nie, selten, haufig oder immer auftreten.

Neben der Bedeutung der Begriffe ,Ergebnis“ und den daraus entstehenden ,Ereignissen* geht es auch darum,
den Gebrauch des Wortes ,wahrscheinlich® zu prézisieren, welches (blicherweise flir ,sehr wahrscheinlich®
verwendet wird (s. a. Krlger, Sill & Sikora, S. 69). Die subjektive Wahrscheinlichkeit, die die Skala von ,unmdg-
lich® Gber ,fast unmdglich, ,weniger wahrscheinlich, ,50:50% ,eher wahrscheinlich®, ,fast sicher* bis
,Sicher’ abdeckt, kann und soll an verschiedenen Alltagssituationen und in speziellen Experimenten, wie
Munzwurf, Wirfeln mit verschiedenen Gegenstanden und dem Drehen am Gllcksrad, diskutiert werden und
somit das Phanomen ,mdglicher, aber nicht sicherer” Ereignisse ausgeleuchtet werden. Der spezielle Charakter
dieser Experimente — insbesondere die Wiederholbarkeit und die Mdglichkeit, verschiedenen Ergebnissen ver-
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schiedene Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen - sollte dabei mit Situationen im Alltag verglichen werden. Es lohnt
sich weiterhin, dies mit Unsicherheiten durch mangeinde Information zu vergleichen: Ist der Geburtstag der Mut-
ter zuféllig, bloRk weil man ihn nicht kennt?

Diese Tatigkeit des Experimentierens setzt sich (iber alle Jahrgangsstufen hinweg fort, wobei die Komplexitat der
Zufallsexperimente steigt und diese spéter auch in mehrstufigen Experimenten zusammengefligt werden. Fir die
darauf aufbauende Quantifizierung von Wahrscheinlichkeiten im Rahmen der mathematischen Wahrscheinlich-
keit steht in der Schule hauptsachlich die Regel von Laplace zur Verfligung. Hierflir wird der Begriff des Zufall-
sexperiments bendtigt. Idealerweise sind dies Experimente, deren Ergebnisse nur vom Zufall gesteuert werden,
und die unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar sind (Fischer, Lehner & Puchert S. 78) — doch
diese Definition ist nicht die zentrale Anforderung. Entscheidend ist hingegen, dass zu einem Zufallsexperiment
immer eine Menge von moglichen Ergebnissen, die Ergebnismenge, gehort. In der Sekundarstufe | wird
ublicherweise nur mit endlichen Ergebnismengen gearbeitet. Fiir die klassischen Zufallsexperimente sind die
Ergebnismengen zum Beispiel 2, = {K, Z} fir den Munzwurf, bei dem ,Kopf* oder ,Zahl“ mégliche Ergebnisse
sind, oder 0y, = {1,2,3,4,5,6} flr den Wurf eines Wiirfels. Rein formal kann nun jedem Ergebnis eine Wahr-
scheinlichkeit, also eine Zahl im Intervall [0,1], zugeordnet werden, mit der Bedingung, dass die Summe aller
Einzelwahrscheinlichkeiten 1 ergeben muss — denn es ist ,sicher”, dass eines der Elemente der Ergebnismenge
als Ergebnis des Zufallsexperiments herauskommt. Die weitere Grundzutat der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist
die Additivitdt von Wahrscheinlichkeiten — die Wahrscheinlichkeit, dass eines der Ergebnisse {E;, E,, E3}
herauskommt, ist die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten: P({E4, E5, E3}) = P(Ey) + P(E,) + P(E3).
Hierbei werden Ereignisse als Teilmengen der Ergebnismenge beschrieben und es werden ihnen dber die Sum-
menregel Wahrscheinlichkeiten zugewiesen. Diese mathematische Beschreibung ist die Essenz der Kolmogorov-
Axiomatisierung (Krtiger, Sill & Sikora, S. 239, Fischer, Lehner & Pucher, S. 81, Blchter & Henn S.183), die in
der Schule nicht formal behandelt wird, aber leicht erschlossen werden kann und (iber eine Grundvorstellung zur
Verfligung stehen muss.

Der mathematische Wahrscheinlichkeitsbegriff erlaubt eine Berechnung von Wahrscheinlichkeiten als MaR fir die
Sicherheit des Eintretens eines Ereignisses, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir jedes einzelne Ergebnis bekannt ist.
Im einfachsten Fall ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes Ergebnis — zum Beispiel aus Symmetriegriinden, wie beim
Minzwurf, beim Wirfeln, beim Ziehen aus einer Urne - die gleiche. Aus den Kolmogorov-Axiomen folgt dann,

dass diese Wahrscheinlichkeit%betrégt, wenn n die Anzahl der mdglichen Ergebnisse ist. Auch Zufallsgerate,

die auf Verhaltnissen basieren (zum Beispiel das Gllicksrad), kdnnen durch eine hinreichend feine Unterteilung
letztendlich auf Laplace-Wahrscheinlichkeiten zuriickgeflinrt werden.

Aus dieser Basislberlegung ergeben sich zusammen mit den kombinatorischen Werkzeugen (siehe vorher-
gehender Absatz) vielfaltige Anwendungsmdglichkeiten. Die Laplace-Formel, bei der die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses als Quotient der Anzahl der Elemente der Ereignismenge und der Anzahl der Elemente der
Ergebnismenge berechnet wird, entsteht unmittelbar aus der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei Laplace-
Experimenten. Geht man dann zu mehrstufigen Zufallsexperimenten (ber, so ergeben sich wiederum aus den
kombinatorischen Eigenschaften die erste und zweite Pfadregel. Dies kann zum Beispiel bei der Modellierung der
Wahrscheinlichkeiten flir das Wiirfeln mit zwei Wirfeln nachvollzogen werden. Das eigentliche Zufallsexperiment
hat die Ergebnismenge {2,3,...,12}. Betrachtet man aber die zugrundeliegende Tatigkeit, so erkennt man, dass es
sich im Grunde um ein Laplace-Experiment mit der Ergebnismenge {(1,1),(1,2),...(6,5),(6,6)} =
{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6} handelt, bei dem Paare mit gleicher Summe zu einem Ereignis zusammengefasst
werden. Weiterhin legt die zweite Darstellung als kartesisches Produkt nahe, dass dasselbe Experiment auch als
zweistufiges Experiment, bei dem jeweils mit einem Wrfel gewirfelt wird, angesehen werden kann. Es lohnt
sich, bei Ubersichtlichen Beispielen wie diesem auch in der Schule die vollstdndigen Ergebnisraume aufzuschrei-
ben und ihre Entstehung im Unterricht zu thematisieren und zu diskutieren. Ebenso ist es hilfreich, die Parallelen
zwischen Baumdiagrammen in der Kombinatorik und in der Wahrscheinlichkeitsrechnung explizit anzusprechen.

In Féllen, in denen die Wahrscheinlichkeit einzelner Ergebnisse nicht a priori bekannt ist, kann diese Uber das
empirische Gesetz der GroRen Zahlen (Blchter/Henn, S. 174) bestimmt werden. Dieses besagt, dass sich die
relative Haufigkeit eines Ergebnisses eines oft wiederholten Zufallsexperiments (daher der Wunsch nach
Wiederholbarkeit!) bei der Wahrscheinlichkeit dieses Ergebnisses stabilisiert. Dieses Gesetz ist so nicht beweis-
bar, aber empirisch erfahrbar. Aus diesem Grund gehort es mit zu den Grunderfahrungen im Unterricht, Zufall-
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sexperimente zu wiederholen und ihren Ausgang zu protokollieren, um Uber die relativen Haufigkeiten der Ergeb-
nisse einen Zugang zur statistischen oder frequentistischen Wahrscheinlichkeit zu erhalten. Damit wird wieder an
die Grunderfahrungen angeknlipft, wie Uberhaupt stets das fragegeleitete Experimentieren, Modellieren, Proto-
kollieren und Auswerten in der Wahrscheinlichkeitsrechnung besonderen Raum im Unterricht einnimmt.

Daten

So wie die Kombinatorik die Entwicklung des Themas mathematische Wahrscheinlichkeit untersttitzt, so ist der
Umgang mit Daten Grundlage fiir die statistische Wahrscheinlichkeit, so wie auch im LISUM-Modell dargestellt.
Das Thema ,Daten“ umfasst aber weit mehr als nur die quantitative Behandlung von relativen Haufigkeiten.
Ausgehend von (fur die Schilerinnen und Schiiler relevanten) Fragen kann das Sammeln von Daten als das
Erfassen von Merkmalsauspragungen zu verschiedenen Merkmalen als Schiileraktivitit gestaltet werden. Dabei
werden verschiedene Methoden der Erfassung und Dokumentation eingeubt. Weiterhin kann und soll dabei auf
die unterschiedliche Natur von Merkmalen eingegangen werden. Neben nominalen Merkmalen, die eine Merk-
malsauspragung in Worten beschreibbar machen (z. B. Farben), gibt es ordinale Merkmale, die (ber eine Rei-
henfolge verfiigen (z. B. Schulnoten). Ist es sinnvoll, mit einem ordinalen Merkmal auch noch zu rechnen, dann
spricht man von einem metrischen oder kardinalen Merkmal (z. B. KGrpergroRen, aber nicht Schulnoten!). Auch
metrische Merkmale werden in der Fachliteratur weiter unterschieden, je nachdem ob man nur Absténde verglei-
chen kann (intervallskaliert, z. B. Zeitangaben im Kalender), auch Verhéltnisse vergleichen kann (verhaltnisska-
liert, zum Beispiel Preise, Langen, Gewichte) oder sogar eine natirlich gegebene Einheit hat (absolut skaliert,
zum Beispiel Anzahlen) (vgl. Kriiger, Sill & Sikora, S. 226f.). Obgleich die Art der Merkmale im Unterricht themati-
siert wird, sind die Bezeichnungen fiir die dazugehorigen Skalen nicht zwangslaufig Unterrichtsinhalt (Kriiger, Sill
& Sikora, S. 228).

Liegen solcherart erfasste Daten vor, die entweder selbst gewonnen wurden oder aus fremden Quellen wie dem
Internet stammen, so ist normalerweise mindestens eine Darstellung der Daten, Ublicherweise aber auch eine
Reduktion der Daten auf gewisse Kennwerte notwendig. Abhangig von den verwendeten Skalen kénnen ver-
schiedene Darstellungen verwendet und Kennwerte bestimmt werden:

= Fir Nominalskalen sind Strichlisten und Haufigkeitstabellen sowie Saulen-, Balken- und Kreisdiagramme
geeignet. Aus diesen lassen sich der am haufigsten vorkommende Wert (Modus) und relative Haufig-
keiten gewinnen.

= Fir Ordinalskalen sind zusatzlich Minimum, Maximum, Median und Quartile bestimmbar, die besonders
gut in einem Boxplot dargestellt werden kdnnen. Dazu empfiehlt es sich von der unsortierten Urliste von
Merkmalsauspragungen auf eine Rangliste Uberzugehen, aus der sich die 0. g. Kennwerte leicht ablesen
lassen.

= Auf metrischen Skalen ist zusatzlich die Berechnung von Spannweite (Differenz von Minimum und Maxi-
mum) und Quartilsabstand mdglich, ebenso die Berechnung des arithmetischen Mittels (vorzugsweise
auf verhéltnisskalierten Merkmalen). Das arithmetische Mittel kann hierbei gut mit dem Median kontras-
tiert werden.

Die Berechnung von Kennwerten ermdglicht den Vergleich und die Auswertung von verschiedenen Datener-
hebungen, die zur Beantwortung der zu Beginn gestellten Fragen filhren sollen. Dabei sollte immer wieder der
unvermeidbare Informationsverlust auf dem Weg von der Datenerhebung tber die Datendarstellung und Da-
tenreduktion auf die Datenauswertung thematisiert werden, auch zum Beispiel Uber operationalisierte Ubun-
gen, bei denen nach der Auswirkung von Datenénderungen auf die Kennwerte gefragt wird. Damit wird auch
die Grundlage fur das Erkennen von Manipulationen von und mit Daten gelegt, welches im Unterricht ebenfalls
zu diskutieren ist.
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