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Sehr geehrte Kolleginnen und Kollegen,

die Unterstiitzung der Humboldt-Universitdt zu Berlin macht es moglich, diese Broschiire in
einer zweiten, korrigierten und verbesserten Auflage herauszugeben. Ich bedanke mich bei
allen Kolleginnen und Kollegen fiir Hinweise, Anregungen und Verbesserungsvorschlige zu
der 1. Auflage und fiir die Humboldt-Universitidt zu Berlin fiir die Chance, diese Riickmel-
dungen einzuarbeiten und Ihnen die Broschiire erneut zur Verfiigung zu stellen.

Sie besteht aus einer Materialsammlung, die Frau Jana Risse, Promotionsstudentin und wis-
senschaftliche Mitarbeiterin an der Humboldt-Universitidt zu Berlin erstellt hat. Sie illustriert
an ausfiihrlich erlduterten, kompetenzorientierten Aufgabenbeispielen die Intentionen und
Chancen der am 4. 12. 2003 beschlossenen Bildungsstandards der KMK (Kultusministerkon-
ferenz) fiir den mittleren Schulabschluss im Fach Mathematik, die an alle Schulen versandt
wurden. An diesen Standards orientieren sich die bisherigen Vergleichsarbeiten und die zu-
kiinftigen schriftlichen Priifungsarbeiten zum mittleren Schulabschluss in Berlin.

Veridnderungen im Mathematikunterricht brauchen Zeit, um nach innen wirken zu kénnen und
nach auflen hin sichtbar zu werden. Die Broschiire will dazu einen Beitrag leisten und Impul-
se fiir Thre tdgliche Arbeit geben. Viele Ideen, insbesondere aus dem Modul 1 des BLK-
Programms SINUS-Transfer werden hier aufgegriffen. Die Fachkonferenz Mathematik Ihrer
Schule sollte sich mit dieser Broschiire befassen. Wir bitten die Fachkonferenzleiter, sie den
Kolleginnen und Kollegen zur Verfiigung zu stellen.

Das Material geht ausfiihrlich auf den Kompetenzbezug der einzelnen Aufgaben ein. Es bietet
dadurch Beispiele fiir kompetenzbezogene Aufgabenanalysen und gibt Anhaltspunkte fiir die
weitere Aufgabenauswahl fiir Thren Unterricht. Die Neuorientierung des Mathematikunter-
richts erfordert neue, erginzende Aufgabenformate, die iiber Recheniibungen hinausgehen.
AuBerdem ist eine veridnderte methodische Herangehensweise noétig, die den Schiilerinnen
und Schiilern im Mathematikunterricht mehr Gelegenheiten gibt, eigene Losungswege zu ent-
decken, iiber Mathematik zu sprechen und sich iiber verschiedene Losungswege auszutau-
schen. Weitere Anregungen hierzu finden Sie auf der Homepage des BLK-Programms
SINUS-Transfer: www.sinus-transfer.de .

Ich hoffe, dass diese Broschiire einerseits fiir Sie eine Hilfe ist, Ihren Unterricht in diese Rich-
tung weiter zu entwickeln und Thnen andererseits auch hilft, Thre Schiilerinnen und Schiiler
auf Vergleichsuntersuchungen und die zentrale Priifung zum mittleren Schulabschluss vorzu-
bereiten.

Christian Bansch
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Umsetzung der Bildungsstandards durch mathematische Aufgaben

Struktur der Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik

Als eine Antwort auf die Ergebnisse deutscher Schiiler bei internationalen Schulleistungsver-
gleichsstudien wurden im Rahmen von Malnahmen zur Qualitdtsentwicklung und -sicherung
von der Kultusministerkonferenz Bildungsstandards entwickelt'.

Die Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik legen in prozessbezogenen Standards fest, in
welchen allgemeinen mathematischen Kompetenzbereichen (K1 bis K6) die Schiiler bis zum
Abschluss ihrer Schulbildung Kompetenzen erworben haben sollen (KMK 2004a).

Allgemeine mathematischen Kompetenzen werden stets in der Auseinandersetzung mit kon-
kreten mathematischen Inhalten erworben. Deshalb werden inhaltsbezogene Kompetenzen
unter fiinf mathematischen Leitideen (L1 bis L5) aufgefiihrt.

Um Aufgaben nach ihren Anforderungen beziiglich bestimmter mathematischer Kompetenzen
einstufen und auswéhlen zu konnen, aber auch um die von den Schiilern nachgewiesenen
Kompetenzen einzuordnen, werden drei Anforderungsbereiche unterschieden (KMK 2004b):

(ABI) Reproduzieren: Wiedergabe und direkte Anwendung grundlegender Begriffe, Sétze,
Verfahren in einem abgegrenzten Gebiet und einem wiederholenden Zusammenhang

(AB II) Zusammenhinge herstellen: Bearbeiten bekannter Sachverhalte, indem Kenntnisse,
Fertigkeiten und Fahigkeiten verkniipft werden, die in der Auseinandersetzung mit
Mathematik auf verschiedenen Gebieten erworben wurden

(AB III) Verallgemeinern und Reflektieren: Bearbeiten komplexer Gegebenheiten u. a. mit
dem Ziel, zu eigenen Problemformulierungen, Losungen, Begriindungen, Folgerun-
gen, Interpretationen und Wertungen zu gelangen

Die Unterteilung in diese drei Dimensionen wurde bereits in den Vergleichsarbeiten Mathe-
matik fiir die 10. Jahrgangsstufe benutzt.

Ubersicht:
Allgemeine mathematische Kompetenzen Mathematische Leitideen
K1 Mathematisch argumentieren L1 Zahl
K2 Probleme mathematisch 16sen L2 Messen
K3 Mathematisch modellieren L3 Raum und Form
K4 Mathematische Darstellungen verwenden L4 Funktionaler Zusammenhang
K5 Mit symbolischen, formalen und technischen L5 Daten und Zufall
Elementen der Mathematik umgehen
K6 Kommunizieren

Anforderungs- (AB I) Reproduzieren (AB II) Zusammenhinge |(AB III) Verallgemeinern
bereiche herstellen und Reflektieren

Die in den Bildungsstandards festgehaltenen allgemeinen mathematischen Kompetenzen und
Leitideen bilden eine wesentliche Grundlage des neuen Berliner Rahmenlehrplans fiir die Se-
kundarstufe I.

! Fiir das Fach Mathematik wurden Bildungsstandards fiir den Mittleren Schulabschluss im Dezember 2003 und
fiir den Hauptschulabschluss im Oktober 2004 von der KMK beschlossen.
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Die Rolle von Aufgaben bei der Forderung mathematischer Kompetenzen

,unter padagogischer Perspektive sind Aufgaben als die zentralen Elemente des
Mathematikunterrichtes anzusehen, die sowohl die Schiiler- wie die Lehrertatigkeit
determinieren. (Neubrand 2002, S. 4)

Durch Aufgaben werden die Aktivitidten der Schiiler im Mathematikunterricht angeregt und
organisiert. Werden die Schiileraktivititen erfolgreich ausgefiihrt, unterstiitzen sie das Errei-
chen lokaler (z. B. Aneignung eines bestimmten Begriffs, eines bestimmten Verfahrens) und
globaler Lernziele (z. B. Entwicklung allgemeiner Fahigkeiten und Einstellungen).

In der Mathematikdidaktik herrscht Einigkeit dariiber, dass die Schiiler mit bedeutungsvollen
mathematischen Aufgaben konfrontiert werden sollen (z. B. Stein, Grover, Hennigsen 1996).
Es geht um Aufgaben, die fiir die Schiiler wirklich problemhaltig sind und nicht einfach ein
verkleideter Weg, um einen bereits demonstrierten Algorithmus zu iiben. Bei der Bearbeitung
solcher Aufgaben wird es fiir die Schiiler notwendig, mathematische Begriffe und Strukturen
zu nutzen, Entscheidungen zu treffen (Was ist zu tun? Wie ist es zu tun?) und ihre Losungen
wirklichkeitsnah zu interpretieren. Solche Aufgaben sind charakterisiert durch die Moglich-
keit mehrerer Losungsstrategien, die Moglichkeit verschiedener Darstellungsweisen und die
Anforderung, dass die Schiiler iiber ihr Vorgehen und ihr Verstindnis kommunizieren und
argumentieren.

Mathematische Aufgaben werden bei Neubrand (2002, S. 2) auch als wesentliches Element
der inhaltlichen Strukturierung des Unterrichts gesehen. Der mathematische Inhalt im engeren
Sinne (,,Was wird in den Unterricht aufgenommen?*) wird ergénzt durch Fragen nach der Art,
Tiefe, Vielfalt, Vernetzung der Inhalte (,,Wie, unter welchen Bedingungen und mit welchen
Beziehungen wird etwas in den Unterricht aufgenommen? Welche Aufgaben werden zu die-
sem Zweck gestellt?*‘). Aufgaben, mit denen sich Schiiler beschiftigen, bestimmen nicht nur,
welche Stoffe sie lernen, sondern auch, wie sie iiber Entwicklung, Anwendung und Verstind-
nis von Mathematik denken (Stein, Grover, Hennigsen 1996).

In Zusammenhang mit den Bildungsstandards haben mathematische Aufgaben zwei wesentli-
che Funktionen. Zum einen sollen anhand bedeutungshaltiger Aufgaben mathematische
Kompetenzen erworben und weiterentwickelt werden. Zum anderen konnen die Schiiler bei
der Bearbeitung geeigneter Aufgaben bereits erworbene Kompetenzen darlegen. Fiir den Leh-
rer ergibt sich dann die Moglichkeit, die Kompetenzen der Schiiler zu analysieren und die
Ergebnisse in die Planung und Gestaltung des zukiinftigen Unterrichts einflieBen zu lassen
(Funktion der Diagnose und Riickmeldung).

Aufbau dieser Broschiire

In dieser Broschiire wurden elf Aufgaben zusammengestellt, um die Umsetzung der Bil-
dungsstandards im Fach Mathematik an den Berliner Schulen zu unterstiitzen.

Bei der Bearbeitung dieser Aufgaben werden die in den Bildungsstandards geforderten allge-
meinen mathematischen Kompetenzen mit wichtigen Inhalten der Sekundarstufe I verbunden.
Zugange und Losungsmoglichkeiten sind auf unterschiedlichen kognitiven Niveaus moglich,
wodurch die Aufgaben in allen Schulformen einsetzbar sind. Durch geringfiigige Modifika-
tionen (z. B. Weglassen einer Teilaufgabe, Angabe zusitzlicher Informationen) konnen die
Aufgaben weiter an die konkrete Unterrichtssituation angepasst werden.

Die Aufgaben konnen zum einen in verschiedene Unterrichtsthemen der Jahrgangsstufen 7/8
und 9/10 eingegliedert werden. Sie bieten durch die Gewichtung allgemeiner Kompetenzen
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andererseits aber auch die Moglichkeit, losgelost von einem speziellen Thema, z. B. als im-
manente Wiederholung, in den Unterricht einzuflie3en.

Alle Aufgaben konnen von den Schiilern in selbstindiger Arbeit, auch zu Hause, aber auch in
Partner- und Gruppenarbeit gelost werden. Die Aufgaben sind komplex, sowohl in inhaltli-
cher Hinsicht als auch beziiglich der vielseitigen, teilweise (noch) ungewohnten mathemati-
schen Aktivitdten. Deshalb wird eine gemeinsame Reflexion unterschiedlicher Zugénge, Lo-
sungswege und Ergebnisse fiir wichtig gehalten. Dabei bekommen einerseits die Schiiler
Riickmeldungen iiber ihre Kompetenzen. Andererseits werden Kompetenzen wie das Argu-
mentieren und Kommunizieren besonders angesprochen. Schlielich sollen bei einer solchen
Reflexion die Schiiler ihre eigenen Arbeiten selbstkritisch betrachten und von anderen lernen.

Zu jeder Aufgabe werden zunichst die wichtigsten Daten zur Orientierung und Einordnung
angegeben: empfohlene Jahrgangsstufen, einbezogene Leitideen und Kompetenzen, ange-
sprochene mathematische Inhalte.

Der Aufgabenstellung folgt ein ausfiihrliches Losungsbeispiel. Hierzu muss ausdriicklich dar-
auf hingewiesen werden, dass es sich tiberwiegend um eine mogliche Lésung handelt, alle
Aufgaben aber beziiglich des Losungsweges offen sind. Dieses Losungsbeispiel orientiert sich
inhaltlich und in Bezug auf die allgemeinen Fihigkeiten an den angegebenen Jahrgangsstufen.
Soll daraus ein Erwartungshorizont entwickelt werden, ist die Schulform sowie die spezielle
Klassen- und Unterrichtssituation zu beriicksichtigen.

AnschlieBend werden fiir jede Aufgabe die wesentlichen mathematischen Kompetenzen be-
ziiglich Umfang und Anforderung an die Schiiler erldutert. Dieser Abschnitt verdeutlicht, in-
wiefern die Aufgabe zur Umsetzung der Bildungsstandards und des neuen Berliner Rahmen-
lehrplans beitragen kann. Ob dies von den Schiilern auch umgesetzt wird, kann erst eine Ana-
lyse der Schiilerprodukte selbst aufdecken.

Unter der Uberschrift ,,Gedanken zur Umsetzung im Unterricht* werden einige Ideen skiz-
ziert, wie die Aufgabe in den Unterricht einflieBen kann, aber auch mogliche Problemfelder
und Rahmenbedingungen benannt.
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1. Vom Stern zur Pyramide

Der nebenstehende Stern hat folgende

Eigenschaften: Alle Seiten sowie die
Strecken E, EZ, EG und GA haben die
gleiche Linge a, GA und CE stehen
senkrecht auf AC .

a) Wie viele Symmetrieachsen hat der Stern?

b) Konstruiere den Stern fiir @ = 5 cm und

beschreibe deine Konstruktion.
¢) Werden die Dreiecksflichen des Sterns
nach oben geklappt, entsteht eine Pyramide.

Unter welcher Bedingung kann so auch dann noch eine Pyramide entstehen, wenn die

Strecken AC und AB nicht mehr gleich lang sind, aber die Symmetrie des Sterns erhal-

ten bleibt?

Quelle Modifikation der gleichnamigen Aufgabe aus den kommen-
tierten Aufgabenbeispielen der Bildungsstandards im Fach
Mathematik fiir den Mittleren Schulabschluss. www.kmk.org,
2004, S. 23

Jahrgangsstufen 7/8 (P4 7/8, W3 7/8)

Leitidee Raum und Form

Einbezogene allgemeine Kompetenzen mathematische Darstellungen verwenden,
kommunizieren,
Probleme mathematisch 16sen

Angesprochene mathematische Inhalte Symmetrieachse, Konstruktion von Quadrat und gleichseiti-
gem Dreieck, Pyramide (anschaulich)
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Zu 1. Vom Stern zur Pyramide

Moglicher Losungsweg
a) Es gibt vier Symmetrieachsen: AE, GC, BF, HD.
b) Konstruktion®:

- Konstruktion des Quadrates ACEG’

- Konstruktion der vier gleichseitigen Dreiecke z. B. nach dem Kongruenzsatz sss

c) ACund AB sind nicht mehr gleich lang:

Beispiel 1: Pyramidennetz Beispiel 2: kein Pyramidennetz

Wie die Beispiele zeigen, muss AB eine Mindestldnge haben, damit durch Zusammen-
klappen eine Pyramide entstehen kann. Die Schenkellingen der Dreiecke miissen grof3er
sein als die Hilfte der Diagonalen des Quadrats.

? Die fertige Konstruktion entspricht der Zeichnung in der Aufgabenstellung mit Seitenmaf 5 cm.

? Es sollte angestrebt werden, dass die Schiiler das Quadrat mit Zirkel und Lineal durch Errichten von Senkrech-
ten konstruieren.
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Zu 1. Vom Stern zur Pyramide
Forderung allgemeiner Kompetenzen

Mathematische Darstellungen verwenden

Den Schiilern wird die Aufgabe gestellt, eine zusammengesetzte Figur zu konstruieren.
Grundlage bildet eine Skizze der Figur und eine verbale Beschreibung ihrer Eigenschaften. Es
wird nicht benannt, welche den Schiilern bekannte Konstruktionen als Teile der gesamten
Konstruktion verwendet werden konnen. Von den Schiilern ist zu erkennen, dass ACEG ein
Quadrat ist. An die Seiten dieser Hilfskonstruktion konnen dann auf unterschiedlichen Wegen
vier gleichseitige Dreiecke konstruiert werden. Zur Ausfiihrung der Konstruktion sind heuris-
tische Kompetenzen erforderlich und Zusammenhénge herzustellen (Anforderungsbereich II).

K6 Kommunizieren

Bei der Beschreibung der von den Schiilern ausgefiihrten Konstruktion kommen zwei Kom-
petenzen zum Tragen: das verstidndliche Darlegen der Gedankenginge und Konstruktions-
schritte sowie die angemessene und korrekte Verwendung der mathematischen Fachsprache.

In c) ist das Ergebnis einer Analyse der gegebenen Figur zu prisentieren. Bei der Erkundung
der Bedingung fiir eine Pyramide haben die Schiiler (z. B. durch reale oder gedankliche Expe-
rimente) eine Forderung an die Beziehung zwischen den Schenkelldngen der gleichschenkli-
gen Dreiecke und der Linge der Diagonale des inneren Quadrats herausgefunden®. Diese ist
nun einleuchtend darzustellen. Durch Beispiel und Gegenbeispiel kann die notwendige Be-
dingung zur Errichtung der Pyramide sehr gut veranschaulicht werden. Eine verbale Be-
schreibung erginzt dies. So wird plausibel dargestellt, dass es beide Moglichkeiten gibt und
wodurch sie sich unterscheiden.

SchlieBlich ist es auch eine Kompetenz des Kommunizierens, aus mathematikhaltigen Texten,
Graphiken und Abbildungen Informationen zu entnehmen. Die Informationsquelle ist hier der
Eingangstext, welcher die Daten zur Bearbeitung aller Teilaufgaben liefert.

Die genannten Aktivititen des Kommunizierens entsprechen dem Anforderungsbereich II.

K2 Probleme mathematisch losen

Bei allen drei Teilaufgaben haben die Schiiler heuristische Aktivititen auszufithren und Zu-
sammenhénge zwischen bekannten mathematischen Elementen herzustellen:

a) Analyse der gegebenen Figur hinsichtlich ihrer Symmetrieachsen, Anwenden bekannter
Begriffe auf neue Situationen, Priifen von Bedingungen

b) Zerlegen der Figur in geometrische Objekte, deren Konstruktion bekannt ist

c) Analyse der Auswirkungen von Verdnderungen der gegebenen Figur durch reale oder
gedankliche Experimente, Erkunden von Bedingungen

* Hier konnen auch andere fiir die Errichtung einer Pyramide notwendige Bedingungen formuliert werden, z.B.
eine Beziehung zwischen der Hohe der gleichschenkligen Dreiecke und der halben Quadratseite.
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Erkennen die Schiiler, dass die Figur aus einem Quadrat und vier gleichseitigen Dreiecken
besteht, ist der wichtigste Schritt bereits getan. Dazu ist es notwendig, die verbale Beschrei-
bung der Figur in Zusammenhang mit der Skizze zu interpretieren.

Die heuristischen Anforderungen entsprechen dem Bereich II.

Gedanken zur Umsetzung im Unterricht

Bei der Reflexion sollten unterschiedliche Konstruktionsmoglichkeiten gewiirdigt, vorge-
stellt und diskutiert werden. So wird deutlich, dass nicht die (eine) richtige Konstruktion
zu suchen ist, sondern dass die Schiiler durch eigene Uberlegungen einen Konstruktions-
weg finden konnen.

Wie lang die Schenkel der gleichschenkligen Dreiecke sein diirfen, damit noch eine Py-
ramide entsteht, kann sehr anschaulich durch echte Handlungen der Schiiler untersucht
werden. Die Schiiler konnen Sterne mit verschiedenen Schenkellingen ausschneiden und
versuchen durch Falten Pyramiden zu erstellen. Beispiele und Gegenbeispiele konnen
dann direkt am Objekt analysiert werden. Die Ergebnisse der Handlungen sind schliellich
verbal oder formal in die Sprache der Mathematik zu iibertragen.

Wird die Aufgabe erweitert, kann sie auch fiir die Jahrgangsstufen 9/10 anspruchsvoll
sein. Hohe, Volumen und Oberfldache der Pyramide konnen dann von den Schiilern be-
rechnet werden (vgl. KMK 2004b, S. 23).

Weitere Differenzierungsmoglichkeiten ergeben sich, wenn die Aufgabe in der offenen,
von der KMK (2004b, S. 23) vorgeschlagenen Form thematisiert wird. ACEG muss dann
kein Quadrat mehr sein und dennoch kann die Figur achsensymmetrisch zu GC sein.
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2. Ein Zimmer fiir Studentinnen

m | pAp 1
4m
PAULA KATHRIN NELE 55m
2m | BADII
3,5m Sm
o O
3m | KUCHE 3m @) 0
AUFENTHALTO o KAMMER | 1,5m
2m Im 8,5m 2.5m
Wandhohe 2,5m

Lingenangaben entsprechen Abstinden zwischen den
beiden néchstgelegenen Winden

Die Studentinnen Paula, Kathrin und Nele haben diese Wohnung gemietet. Sie zahlen insge-
samt 520 Euro Kaltmiete. Die Studentinnen wollen diese Kosten nun so aufteilen, dass der

Beitrag jeder Studentin der GroBe ihres Zimmers angemessen ist.

a) Stelle einen solchen Mietplan auf. Unter welchen Bedingungen ist dein Mietplan gerecht?

b) Wann wire dein Mietplan nicht gerecht? Wie konnte in diesem Fall die Miete aufgeteilt
werden?

¢) Welche monatlichen Kosten kommen neben der Kaltmiete noch auf die Studentinnen zu?

Formuliere die vorliegenden Zusammenhinge. Sind sie proportional?

Jahrgangsstufen 7/8 (P10 7/8)
Leitidee Funktionaler Zusammenhang, Messen
Einbezogene allgemeine Kompetenzen mathematisch argumentieren,

mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen,

kommunizieren,
mathematisch modellieren

Angesprochene mathematische Inhalte Proportionalitit, Flichenberechnung (Rechtecke), gef. Pro-
zentrechnung
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Zu 2. Ein Zimmer fiir Studentinnen

Moglicher Losungsweg

a) Mietplan I

Der Mietpreis ist der Zimmergrofle angemessen, wenn ein direkt-proportionaler Zusammen-
hang zwischen der Grundfldache des Zimmers und dem monatlichen Mietbetrag gewéhlt wird.
Dafiir werden zunichst die Flichen der Zimmer der Studentinnen bestimmt.

Paula: 14 m?, Kathrin: 20 m?, Nele: 13,75 m’
Zusammen haben die drei Zimmer eine Flache von 47,75 m>.

Der Proportionalititsfaktor entspricht hier dem Mietpreis pro Quadratmeter eines Zimmers:
520 Euro Euro

azsm Y

mZ

Daraus ergibt sich folgender Mietplan:

Name Zimmerfliche Mietpreis

Paula 14 m? 152 Euro

Kathrin 20 m? 218 Euro

Nele 13,75 m* 150 Euro
Probe: 152 Euro + 218 Euro + 150 Euro = 520 Euro

Dieser Mietplan beriicksichtigt nur die drei Zimmer der Frauen, nicht die gemeinsam genutz-
ten Ridume. Er ist nur dann gerecht, wenn die weiteren Rdume auch im Verhiltnis der Zim-
mergroflen genutzt werden. Kathrin miisste dann die von allen genutzten Riume etwa 1,5 mal
so stark nutzen wie Paula und Nele. Dies konnte sein, wenn Kathrin am hiufigsten in der WG
ist, die anderen dagegen z. B. ofter mal zu ihren Eltern fahren.

Dieser Mietplan wire auch dann ein Stiick gerechter, wenn Kathrin ein Bad allein nutzt und
sich Paula und Nele ein Bad teilen. Eine solche feste Zuordnung der Bader scheint ohnehin
sinnvoll.

b) Mietplan I1

Wird davon ausgegangen, dass die drei Studentinnen die gemeinschaftlichen Rdume ungefihr
gleichstark nutzen, ist ein anderer Ansatz gerechter. Die Fliche der gemeinschaftlich genutz-
ten Rdume wird gedrittelt und zu den Zimmerflachen addiert. Die so entstandene Fldche
konnte ,,Nutzfliche* genannt werden. Der Proportionalitédtsfaktor fiir diesen Ansatz entspricht
den Mietkosten pro Quadratmeter bezogen auf die Gesamtfliche der WG:
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Damit ergibt sich der folgende Mietplan:

Name Nutzfliche Mietpreis
Paula 30,75 m> 163 Euro
Kathrin 36,75 m* 195 Euro
Nele 30,50 m* 162 Euro

c¢) Weitere monatliche Kosten

Wasser: Der Preis fiir Wasser und Abwasser wird zunichst fiir proportional zur Menge des
verbrauchten Wassers gehalten. Ein Kubikmeter Wasser (einschlieflich Abwasser) kostet in
Berlin ca. 5 Euro’.

Kommen dazu aber noch Grundkosten, Servicegebiihren und Mietkosten fiir den Kaltwasser-
zihler, liegt kein proportionaler Zusammenhang zwischen Verbrauch und Kosten mehr vor.

Gas bzw. Heizkosten: Fiir Erdgas konnen beim Anbieter dhnlich wie bei Telefonanbietern
unterschiedliche Tarife® gewihlt werden. Diese setzen sich aus einem Grundpreis pro Monat
und einem Arbeitspreis pro Kilowattstunde zusammen. Ein Beispiel wire ein monatlicher
Grundpreis von 24,36 Euro (inklusive der gesetzlichen Umsatzsteuer von 16 %) und ein Ar-
beitspreis von 4,872 Cent pro Kilowattstunde (inklusive Mineralolsteuer und Konzessionsab-
gabe). Aufgrund des Grundpreises liegt kein proportionaler Zusammenhang vor.

Strom: Auch der Strompreis setzt sich aus mehreren Anteilen zusammen’:

Verbrauchspreis 12,77 Cent/kWh (Der Verbrauch wird aus dem Zihlerstand ermittelt.),
Grundpreis 47,40 Euro/Jahr,

- Stromsteuer 2,05 Cent/kWh,

- Umsatzsteuer 16%.

Der Grundpreis ist nicht proportional zum ,,Verbrauch* (elektrische Arbeit), sondern zur An-
zahl der Tage im Abrechnungszeitraum. Deshalb ergibt sich fiir den Gesamtpreis des Stromes
keine direkte Proportionalitit zum ,,Verbrauch®.

Betriebskosten: Zu den Betriebskosten eines Mietshauses gehoren z. B. Kosten fiir Hausrei-
nigung, Hausbeleuchtung/Strom, Straenreinigung/Schneebeseitigung, Miillabfuhr, Haus-
meister, Aulenanlagen, Grundsteuer. Diese Kosten fallen fiir das gesamte Haus an, nicht fiir
eine Wohnung. Der Gesamtpreis wird auf alle Mietparteien umgelegt. Fiir die einzelnen Teile
der Betriebskosten gibt es unterschiedliche Abhingigkeiten. So werden die Kosten fiir die
Hausbeleuchtung vom genutzten Strom abhingen. Die Grundsteuer ist dagegen ein konstanter
Betrag.

> Genaue und aktuelle Tarife kénnen beispielsweise der Internetseite der Berliner Wasserbetriebe entnommen
werden.

® Genaue und aktuelle Tarife kénnen beispielsweise der Internetseite der GASAG entnommen werden.

" Diese Daten wurden einer Schlussrechnung der Bewag fiir 2004 entnommen.
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Zu 2. Ein Zimmer fiir Studentinnen

Forderung allgemeiner Kompetenzen

K1 Mathematisch argumentieren

Die Schiiler werden aufgefordert zu analysieren und zu argumentieren, unter welchen Bedin-
gungen der erstellte Mietplan gerecht ist. Bei der Begriindung kénnen sowohl mathematische
als auch nicht-mathematische Argumente eine Rolle spielen. Aus einer Analyse des Mietpla-
nes sollten folgerichtig Schliisse fiir dessen Eignung gezogen werden. Erwartet werden iiber-
wiegend verbale Argumentationen, eventuell mit formalen Untermauerungen wie z. B. einer
Proberechnung. Wann der Mietplan gerecht oder nicht gerecht ist, kann auch anschaulich
durch die Beschreibung von Beispielfillen plausibel gemacht werden.

Aus den Fillen fiir die der Mietplan nicht gerecht ist ziehen die Schiiler (begriindete) Schluss-
folgerungen fiir einen alternativen Ansatz.

Es handelt sich hierbei um iiberschaubare mehrschrittige Argumentationen (Anforderungsbe-
reich II). Innerhalb der individuellen Aufgabenbearbeitung konnen jedoch weitere Begriin-
dungen oder sogar Bewertungen auftreten, die anderen Anforderungsbereichen entsprechen.

KS Mit symbolischen, formalen, technischen Elementen der Mathematik umgehen

Die auszufiihrenden Berechnungen (Fliachenberechnungen, Berechnungen eines Proportiona-
litdtsfaktors etc.) sind fiir Schiiler der siebenten und achten Klasse Routineanforderungen
(Anforderungsbereich I). Die Multiplikation von Dezimalzahlen, einschlieBlich einer notwen-
digen Rundung des Ergebnisses, entspricht einer sachimmanenten Wiederholung von Inhalten
des Grundschulunterrichts. Zu diesen Rechnungen kann der Taschenrechner als mathemati-
sches Werkzeug eingesetzt werden.

K6 Kommunizieren

Bereits bei der selbstindigen schriftlichen Losung und Darstellung der Bearbeitung dieser
Anwendungsaufgabe sind eine Reihe von Kompetenzen des Kommunizierens erforderlich:

- Uberlegungen, Losungswege bzw. Ergebnisse verstindlich darstellen
- Beschreiben von Zusammenhédngen zwischen GroB3en, verbal oder formal
- Informationen aus Zeichnungen, Tabellen, Graphiken etc. entnehmen

Bei einer Bearbeitung in Gruppen oder bei einer gemeinsamen Reflexion werden weitere
kommunikative Aktivititen auftreten, wie z. B.:

- auf AuBerungen von anderen zu mathematischen Inhalten eingehen

- mit Fehlern konstruktiv umgehen

- AuBerungen von anderen zu mathematischen Inhalten bewerten

- Priésentieren des Losungsweges unter Verwendung von Prisentationsmitteln

Das Spektrum moglicher kommunikativer Aktivitdten erstreckt sich iiber alle drei Anforde-
rungsbereiche.
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K3 Mathematisch modellieren

Diese Anwendungsaufgabe spricht in ihren Teilaufgaben wichtige Aktivititen des mathemati-
schen Modellierens an. Das zugrundeliegende mathematische Modell ist der proportionale
Zusammenhang, der auf eine alltidgliche Situation iibertragen wird.

Zur Ubersetzung in die mathematische Darstellung sind die notwendigen MaBe in der Skizze
zu finden und in die Formel fiir den Flicheninhalt von Rechtecken zu iibertragen. Anschlie-
Bend ist das Ergebnis auf mathematischer Ebene zu ermitteln. Die Interpretation im Aus-
gangskontext besteht im Erstellen eines einsichtigen und iibersichtlichen Mietplanes, z. B. in
Form einer Tabelle. SchlieBlich wird das verwendete Modell beziiglich des Kriteriums ,,ge-
recht* von den Schiilern analysiert und bewertet.

Da der erste Mietplan nur unter gewissen Umstdnden den Anforderungen geniigt, wird das
mathematische Modell modifiziert und der Prozess der Modellierung wiederholt sich, mogli-
cherweise verkiirzt, in Teilaufgabe b).

Die Frage nach weiteren monatlichen Kosten entspricht der Phase der Informationsbeschaf-
fung innerhalb einer Mathematisierung: Welche weiteren Kosten gibt es? Wie setzen sich
diese zusammen? Die Recherche der notwendigen Informationen ist (nicht nur fiir Schiiler)
umfassend und anspruchsvoll. Méglicherweise liefert das Internet geeignete und aktuelle In-
formationen. Gewinnbringender sollte jedoch die Beschiftigung mit realen Abrechnungen
sein. Diese zu verstehen, herauszufiltern, wie sich die Preise zusammensetzen und die Ab-
hingigkeiten der Preise zu studieren, ist vielleicht der groBte Lerneffekt bei dieser Aufgabe.

Bei einer intensiven Beschéftigung mit den Zusammenhéngen zwischen Alltagssituation und
mathematischem Modell konnen Anforderungen bis zum Bereich III einbezogen werden,
z. B. das Reflektieren und kritische Beurteilen der verwendeten Modelle.

Gedanken zur Umsetzung im Unterricht

- Die Aufgabe regt an, sich intensiv mit dem Thema ,,Miet- und Lebenshaltungskosten*
auseinander zusetzen. Die Schiiler werden erstaunt sein, wie wichtig proportionale Zu-
sammenhédnge im tdglichen Leben sind. Soll dies unterstrichen werden, kann die Aufgabe
wie folgt erweitert werden:

Nun wollen die Studentinnen ihre Zimmer streichen. Sie sollen farbig werden und
moglichst jedes anders. Stelle fiir jede Studentin einen Gestaltungsplan, inklusive
Farbverbrauch und Kostenberechnung, zusammen.

- Andererseits kann die Erkenntnis, dass viele Zusammenhédnge nicht mehr proportional
sind, zum Anlass genommen werden, problemorientiert das Thema ,,Lineare Funktionen®
einzufiihren.

- Wird auf reales Datenmaterial (Rechnungen, Internetseiten, Zeitungsartikel etc.) zuriick-
gegriffen, bietet sich eine Bearbeitung in arbeitsteiligen Kleingruppen an. Aufgrund der
Komplexitit kann schnell Projektcharakter erreicht werden.

- Die Aufgabe kann auch der Anlass sein, sich erstmalig mit umfassenden Modellierungen
von Alltagssituationen zu befassen. Die Unterstiitzung und Reflexion der Aktivitdten der
Informationsverarbeitung riicken dann in den Vordergrund.

- Inhaltliche Aspekte konnen bei einer schrittweisen selbstindigen Bearbeitung in Einschii-
ben der Reflexion herausgestellt werden. Dies empfiehlt sich z. B., wenn die Schiiler Un-
sicherheiten im Umgang mit dem Begriff des proportionalen Zusammenhangs zeigen.
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- Durch die gewihlte Aufgabenformulierung ist das Vorgehen bei den Teilaufgaben a) und
b) vorstrukturiert. Die Aufgabe kann weiter gedffnet werden, insbesondere dann, wenn
z. B. in Gruppenarbeit gemeinsam ausgehandelt werden kann:

Die Studentinnen Paula, Kathrin und Nele haben diese Wohnung gemietet. Sie zahlen

insgesamt 520 Euro Kaltmiete. Diskutiert verschiedene Aufteilungen der Miete und
begriindet, welche ihr fiir gerecht haltet.
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3. Ins Internet mit N-Surfer

Der Netzprovider N-Surfer bietet drei unterschiedliche Tarife an. Die Konditionen dieser Ta-

rife sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

Tarif S1 S2 S3

Grundgebiihr 9,95 Euro pro Monat |- 4,95 Euro pro Monat
Kosten pro min | 1,49 Cent 3,02 Cent 1,99 Cent
Freistunden - 22.00 — 4.00 Uhr |2 h pro Monat

Lose die folgenden Fragstellungen graphisch oder rechnerisch.

a) Kathleen (14 Jahre) surft wochentlich im Durchschnitt vier Stunden. Abends schreibt sie
gelegentlich noch eine E-Mail. Welchen Tarif von N-Surfer soll Kathleen ihren Eltern
vorschlagen? Wie kann sie ihre Entscheidung begriinden?

b) Herr Konrad ist selbstindiger Ingenieur und nutzt beruflich sehr hdufig das Internet. Er
wihlt Tarif S1. Begriinde warum.

c) Fiir welche Personen konnte der Tarif giinstig sein, den weder Kathleen noch Herr Konrad
wihlen?

d) Stelle einen weiteren realistischen Tarif auf. Fiir wen wire dieser giinstig?

Jahrgangsstufen 7/8
Leitidee Funktionaler Zusammenhang
Einbezogene allgemeine Kompetenzen mathematische Darstellungen verwenden,

mathematisch modellieren,
mathematisch argumentieren

Angesprochene mathematische Inhalte lineare Funktionen
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Zu 3. Ins Internet mit N-Surfer

Mogliche Losungswege
Graphische Losung
St
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Die graphische Darstellung der Tarife erfolgt fiir den Zeitraum von 4.00 bis 22.00 Uhr. So-
wohl Kathleen als auch Herr Konrad werden das Internet vorwiegend innerhalb dieser Zeiten
nutzen.

Aus den Schnittpunkten der Geraden folgen diese drei Ergebnisse:
S1:  giinstig, wenn monatlich (zwischen 4.00 und 22.00) mehr als 25 h gesurft wird
S2:  giinstig, wenn im Monat tagsiiber weniger als 4 h gesurft wird, sonst nur nachts

S3:  giinstig, wenn im Monat (zwischen 4.00 und 22.00) mehr als 4 h und weniger als 25 h
gesurft wird

a) Kathleen

Pro Monat surft Kathleen ca. 16 h im Internet. Wenn sie ab und zu eine E-Mail schreibt
und dabei sparsam ist, wird das nicht mehr als 4 h im Monat ausmachen. Aufgrund ihres
Alters wird sie selten zwischen 22.00 und 4.00 Uhr am Computer sein. Aus diesen Griin-
den ist der Tarif S3 fiir Kathleen am giinstigsten.

b) Herr Konrad

Herr Konrad nutzt vor allem tagsiiber das Internet. Deshalb kann er die kostenlosen
Nachtzeiten nur bedingt nutzen. Aufgrund seiner beruflichen Titigkeit werden tédglich
mindestens zwei und monatlich mehr als 40 Internetstunden bendtigt. Deshalb ist fiir
Herrn Konrad der Tarif S1 der giinstigste.
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c) S2

Dieser Tarif ist fiir Nutzer geeignet, die sehr wenig surfen bzw. dies auch spit abends tun
konnen, wie z. B. berufstitige Menschen, die im Internet gelegentlich nach Reise-
verbindungen, eBay-Angeboten, Stellenausschreibungen etc. suchen.

Tarif S2 kann aber auch dann von den angebotenen Tarifen der giinstigste sein, wenn sehr
viel gesurft wird, tags und nachts. Dann werden die hoheren Kosten am Tag durch die
kostenlosen Nachtzeiten ausgeglichen. Bei einer monatlichen Nutzung von beispielsweise
30 h zwischen 4.00 und 22.00 Uhr und 30 h zwischen 22.00 und 4.00 Uhr wéren mit S1
63,59 Euro, mit S2 54,36 Euro und mit S3 74,20 Euro zu bezahlen.

d) Neuer Tarif

Es konnte fiir unterschiedliche Tageszeiten unterschiedliche Tarife geben. Eine Absen-
kung der Kosten pro Einheit ab 18.00 Uhr wiire fiir dltere Schiiler giinstig, ebenso kosten-
loses Surfen am Sonntag, wie schon bei manchen Telefonanbietern.

Rechnerische Losung

Der Zusammenhang zwischen den genutzten Internetstunden und den Kosten wird (fiir den
Zeitraum von 4.00 und 22.00 Uhr) durch Gleichungen beschrieben.

x: Zeitin h, y: Kosten in Euro
SI:  y1=9,95+0,89x

S2: yo=1,81x

S3: y3=4,95+1,19(x-2)

Bei diesen Gleichungen entspricht der konstante Anteil der Grundgebiihr und die Steigung
den Kosten pro Internetstunde. Durch Gleichsetzung jeweils zweier Gleichungen werden die
Stellen der Kostengleichheit bestimmt.

S1S2: 9,95 +0,89x = 1,81x, x=10,82 h

Wird weniger als ca. 10 h und 50 min gesurft, ist S2 giinstiger als S1.
S283: 1,81x=495+1,19(x-2), x=4,15h

Wird weniger als ca. 4 h und 10 min gesurft, ist S2 giinstiger als S3.
S1S3: 9,95 +0,89x =495+ 1,19(x-2), x=24,6h

Wird weniger als ca. 24 h und 35 min gesurft, ist S3 giinstiger als S1.

Aus diesen Ergebnissen ergeben sich die Antworten auf die Fragen analog zur graphischen
Losung. Die Zeiten konnen nun noch genauer angegeben werden.
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Zu 3. Ins Internet mit N-Surfer

Forderung allgemeiner Kompetenzen

K4 Mathematische Darstellungen verwenden

Die Fragen konnen auf Grundlage einer graphischen Darstellung der gegebenen Tarife beant-
wortet werden. Sinnvoll ist es dafiir, die monatlichen Kosten in Abhéngigkeit von der Zeit
darzustellen. Weiterhin miissen die Schiiler selbstdndig

- eine geeignete Darstellungsform auswihlen (z. B. Koordinatensystem im positiven Be-
reich),

- einen Weg finden, die Daten einzutragen (Wertetabelle oder y-Achsenabschnitt und Stei-
gung),

- geeignete Intervalle und Achseneinteilungen wihlen,
- geeignete Beschriftungen vornehmen und gegebenenfalls kommentieren.

Ordnen die Schiiler der Grundgebiihr den y-Achsenabschnitt und den Kosten pro Einheit die
Steigung richtig zu, wozu bereits das Mathematisierungsmuster der linearen Funktion erkannt
werden muss, ist immer noch ein Weg zu finden, die Freistunden des Tarifes S3 in der Gra-
phik zu beriicksichtigen. Auerdem muss erkannt werden, dass die kostenlosen Nachtzeiten
des Tarifs S2 nicht zusammen mit den Konditionen am Tag dargestellt werden konnen. Die
Anforderungen liegen hier deutlich iiber denen einer Standarddarstellung linearer Funktionen
(Anforderungsbereich III).

K3 Mathematisch modellieren

Voraussetzung fiir die mathematische Modellierung ist, dass die Schiiler das Alltagsproblem
des geeigneten Internettarifs mit dem Mathematisierungsmuster der linearen Funktion in Ver-
bindung bringen.

Eine Ubersetzung in die formale Sprache und eine Losung der Probleme innerhalb der forma-
len bzw. symbolischen mathematischen Sprache ist nicht zwingend notig, da alle Fragestel-
lungen anhand einer graphischen Darstellung beantwortet werden konnen. Insbesondere miis-
sen nicht zwingend die Funktionsterme bestimmt werden.

Fiir die Zuordnung giinstiger Tarife zu verschiedenen Personengruppen ist es wichtig, die
Angaben der Aufgabenstellung geeignet zu interpretieren. Beispielsweise konnen durch das
Alter von Kathleen Nachtzeiten fiir sie (weitgehend) ausgeschlossen werden. Auch Abstrakti-
onen und Abschitzungen sind selbstindig vorzunehmen. So ist nicht eindeutig, welche mo-
natliche Nutzungszeit mit einer sehr hdufigen beruflichen Nutzung zu verbinden ist.

Die durchzufiihrende Modellierung ist einschrittig. Das zugrundeliegende mathematische Mo-
dell ist vertraut und direkt erkennbar, insbesondere, wenn bereits dhnliche Aufgaben (z. B.
Handy-/Telefon-Tarife) bearbeitet wurden. Da aber eigenstindige Abstraktionen und Ausle-
gungen vorzunehmen sind, entspricht der Anforderungsbereich hier dem ,,Herstellen von Zu-
sammenhéngen* (Anforderungsbereich II).
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K1 Mathematisch argumentieren

Die Auswahl der Tarife fiir bestimmte Personen oder Personengruppen ist von den Schiilern
zu begriinden. Grundlage der Argumentation bilden die im mathematischen Modell (gra-
phisch oder rechnerisch) bestimmten Stellen der Kostengleichheit zweier Tarife. Die Schiiler
entscheiden anhand der Anspriiche der Personen, in welchem Intervall die monatlich (im Mit-
tel) von ihnen genutzte Internetzeit liegt. Die Interpretation der zu den Personen gegebenen
Daten und die Formulierung von Schlussfolgerungen wird voraussichtlich verbal, in der Spra-
che des Kontextes erfolgen. Wichtig ist eine logisch schliissige Verbindung der mathemati-
schen Ergebnisse und der Bedingungen des Kontextes.

Die iiberschaubare mehrschrittige Argumentation entspricht Anforderungsbereich II.

Gedanken zur Umsetzung im Unterricht

Insbesondere das Einbeziehen von ,,Freizeiten® fiihrt dazu, dass die Aufgabe iiber Stan-
dardanforderungen zum Thema ,,lineare Funktionen* hinausgeht. Werden diese (zunéchst)
ausgeklammert, ergibt sich eine realititsnahe Anwendung auf gewohntem Schwierigkeits-
niveau.

Die Antworten auf die Fragen sind nicht eindeutig. Eine Diskussion unterschiedlicher
moglicher Entscheidungen auf Grundlage des gleichen (korrekten) mathematischen Er-
gebnisses ist deshalb wichtig.

Je nach Leistungsstand der Klasse kann auch vorgegeben werden, ob graphisch oder rech-
nerisch geldst wird.

Entscheiden die Schiiler selbst, welche Losungsmethode sie wihlen, kann gemeinsam
iber die Vor- und Nachteile beider Losungsverfahren diskutiert werden: Welches Verfah-
ren ist effektiver, genauer, einfacher, anschaulicher etc.? Ziel ist dabei jedoch nicht, ein
Verfahren herauszustellen, sondern zu verdeutlichen, wie sich (auch individuelle) Anfor-
derungen an das Ergebnis auf die Auswahl eines Verfahrens auswirken.

Die Aufgabe kann erweitert werden, indem die Schiiler ihre Anspriiche an die Internetnut-
zung analysieren und den fiir sie giinstigsten Tarif bestimmen. Sie konnten auch einen Ta-
rif erfinden, der fiir sie ideal, aber dennoch realistisch wire.

Wie viele realititsnahe Aufgaben ladt auch diese dazu ein, sich tiefer mit dem auflerma-
thematischen Kontext zu beschiftigen. Hier konnten reale Tarife dargestellt und vergli-
chen werden. Vielleicht kann der eine oder andere Schiiler mit Hilfe der Mathematik et-
was Geld einsparen. Die Niitzlichkeit der linearen Funktionen sollte auf jeden Fall deut-
lich werden.
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4. Summen von Winkeln

Finde eine Begriindung dafiir, dass die Winkelsumme in einem Fiinfeck immer 540° betragt.

Bestimme auch die Winkelsumme im 6-, 7- und 8-Eck.

Versuche deine Erkenntnisse zu verallgemeinern, indem du eine Formel fiir die Winkelsum-

me im n-Eck entwickelst.

Quelle Erweiterung einer Aufgabe aus A. Biichter, T. Leuders (2005):
Mathematikaufgaben selbst entwickeln. Berlin: Cornelsen, S. 95

Jahrgangsstufen 7/8 (P4 7/8)

Leitidee Raum und Form, Zahl

Einbezogene allgemeine Kompetenzen Probleme mathematisch 16sen,

mathematische Darstellungen verwenden,
mathematisch argumentieren,

mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen

Angesprochene mathematische Inhalte Winkelsumme im Dreieck, im Fiinfeck, ... im n-Eck
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Zu 4. Summen von Winkeln

Moglicher Losungsweg
Ss =wl+w2+w3+wd+wS5+wb+w7+w8+w9 W
=(wl +w2+w9)+ (W3 +wd +w8) + (W5 + wb + w7)
=180° + 180° + 180° (Winkelsumme im Dreieck)
=3 x 180°
= 540° w3 wé

Das Fiinfeck wird durch die zwei Hilfslinien in drei Dreiecke zerlegt. Bei dieser Zerlegung8
(Hilfslinien schneiden sich nicht.) ergibt sich die Winkelsumme des Fiinfecks, indem alle
Winkel der Dreiecke addiert werden. Die Winkelsumme in einem Dreieck betrigt 180°. Nach
obiger Rechnung folgt dann fiir das Fiinfeck eine Winkelsumme von 3 x 180°, also 540°.

Dieses Vorgehen ist auf 6-, 7- und 8-Ecke iibertragbar, da diese analog in Dreiecke zerlegt
werden konnen. Die Berechnung der Winkelsumme erfolgt nach dem gleichen Prinzip: Die
Anzahl der Dreiecke wird mit der Winkelsumme in einem Dreieck (180°) multipliziert.

D D

Se =4 x 180° S7=5x180° Ss=6 x 180°
=720° =900° =1080°

Wie die Beispiele zeigen, lédsst sich ein n-Eck anscheinend immer in der gewihlten Art und
Weise (Hilfslinien verlaufen von einer Ecke zu einer anderen und schneiden sich nicht) in
Dreiecke zerlegen. Die Anzahl der Dreiecke betrdgt dabei n-2. Bei dieser Zerlegung konnen
alle entstandenen Winkel fiir die Bestimmung der Winkelsumme des n-Ecks addiert werden
(keine Winkel bzw. Teile davon werden doppelt einbezogen, keine inneren Winkel werden
hinzugerechnet). Die Winkelsumme im n-Eck ergibt sich dann aus dem Produkt der Winkel-
summe in einem Dreieck (180°) mit der Anzahl der Dreiecke (n-2):

Sh=(n-2)x180°.

¥ Es gibt weitere Zerlegungsmoglichkeiten. Beispielsweise kann das Fiinfeck in fiinf Dreiecke zerlegt werden,
die einen gemeinsamen Punkt im Inneren des Fiinfecks haben. Fiir die Winkelsumme miissen dann, nach der
Addition aller Winkel, 360° fiir die inneren Winkel abgezogen werden.
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Zu 4. Summen von Winkeln

Forderung allgemeiner Kompetenzen

K2 Probleme mathematisch losen

Fiir das Anfangsproblem, vor dem die Schiiler stehen, ist Ausgangspunkt und Ziel gegeben,
nur nicht der Weg: Wie kommt man auf die gegebene Winkelsumme? Wie so oft bei geomet-
rischen Aufgaben gibt es dafiir kein Routineverfahren. Selbst wenn die Schiiler geiibt in der
Zerlegung von Figuren sind, liegt eine neue Situation vor, die auf bekannte zuriickgefiihrt
werden muss. Ein hilfreiches Stichwort dafiir ist gegeben: ,,Winkelsumme*. Es bleibt nun zu
durchdenken, fiir welche Figuren die Winkelsumme bekannt ist und wie das Fiinfeck in diese
Figuren zerlegt werden kann. Fiir die Zerlegung selbst gibt es verschiedene Moglichkeiten.
Neben der dargestellten Variante kann das Fiinfeck auch in fiinf Dreiecke zerlegt werden, die
sich im Inneren beriihren oder in ein Viereck und ein Dreieck.

Fiir die folgenden Teilaufgaben werden weitere heuristische Kompetenzen bendtigt: das
Transferieren einer Losungsstrategie auf neue Anwendungsbeispiele, das Analysieren und
Vergleichen von Eigenschaften vorliegender Figuren, das Herausstellen von gemeinsamen
Strukturen und schlieBlich das Verallgemeinern entdeckter Zusammenhinge.

Je nachdem wie vertraut die Schiiler mit der Methode der Zerlegung in Hilfsfiguren und den
weiteren genannten heuristischen Aktivititen sind, liegen die Anforderungen beziiglich der
Problemlésekompetenz im Bereich II oder III.

K4 Mathematische Darstellungen verwenden

Die Aufgabenstellung ist bis auf einzelne Ziffern verbal gegeben. Zur Begriindung der Win-
kelsumme sind dagegen graphische und formale Darstellungen erforderlich. Die Zerlegung
des Fiinfecks ist graphisch zu veranschaulichen. Dabei ist es wichtig, die Winkel geeignet zu
benennen. Andernfalls ist eine formale Berechnung der Winkelsumme kaum nachvollziehbar.
Erfolgt die Bestimmung der Winkelsumme im 6-, 7-, 8-Eck analog, geniigt dann eine skiz-
zenhafte Darstellung der Zerlegungen, um zu verdeutlichen, dass diese moglich sind.

Die Schiiler sind gefordert, Beziehungen zwischen den Darstellungen zu erkennen und zwi-
schen den Darstellungsformen zu wechseln. Formale und graphische Darstellungen dienen
hier als Argumentationsmittel und sind daher so zu gestalten, dass sie die Argumentation stiit-
zen und moglicherweise vereinfachen. Diese Anforderungen entsprechen dem Bereich I1.

K1 Mathematisch argumentieren

Mathematische Argumentationen in Form von Begriindungen, Erldauterungen, Kommentaren
sind bei einer angemessenen Bearbeitung und nachvollziehbaren Darlegung der Gedanken-
ginge in a) und c) notwendig (,,Begriindung*, ,,entwickelst), in b) sinnvoll.

Die Darstellung und Ausfiihrlichkeit der Argumentation kann dabei individuell stark variie-
ren. Einige Schiiler nutzen vorwiegend formale Darstellungen, andere argumentieren iiber-
wiegend verbal. Dies gilt insbesondere fiir die Verallgemeinerung. Hier kann die formale
Darstellung so gewihlt werden, dass sich die Verallgemeinerung folgerichtig ergibt, praktisch
abgelesen werden kann. Die gemeinsamen Strukturen konnen aber auch verbal beschrieben
werden. Wichtig ist eine schliissige, nachvollziehbare und liickenlose Argumentation. Bei



Seite 28 Mathematik Sekundarstufe I

einer verbalen Argumentation ist die mathematische Fachsprache einzusetzen (z. B. ,,Hilfsli-
nien®, ,,Zerlegung in Dreiecke®, ,,Winkelsumme*, ,,addieren*). Die geforderte Stringenz und
Exaktheit sollte dabei den bisherigen MaBstédben in der speziellen Klasse angepasst werden.

Die hier einbezogenen Aktivititen des Argumentierens (Erldutern oder Entwickeln einer ii-
berschaubaren mehrschrittigen Argumentation, Beschreiben und Begriinden eines Losungs-
weges, Zusammenhidnge, Ordnungen und Strukturen erldutern) entsprechen dem Anforde-
rungsbereich II.

KS Mit symbolischen, formalen, technischen Elementen der Mathematik umgehen

Die Symbolik spielt innerhalb der Argumentation eine wichtige Rolle. Zur Bezeichnung der
Winkel sind geeignete Variablen auszuwihlen und in der Zeichnung so anzuordnen, dass die
Rechnung nachvollziehbar ist. Innerhalb der Berechnung selbst ist es giinstig, die Winkel
nach Dreiecken zu ordnen. Dann kann ohne umfangreiche Kommentare die Winkelsumme im
Dreieck eingesetzt werden. Die Rechnung selbst entspricht Routineanforderungen auf Grund-
schulniveau.

Auch fiir die Verallgemeinerung ist der verstindige Umgang mit Variablen und die Darstel-
lung gemeinsamer Strukturen wichtig. Hierfiir sind ggf. geeignete Termumformungen sinn-
voll. Der zielorientierte Einsatz von Termumformungen und formalen Darstellungen wird
dem Anforderungsbereich II zugeordnet.

Gedanken zur Umsetzung im Unterricht

- Fiir die erfolgreiche Bearbeitung dieser Aufgabe ist eine inhaltsbezogene heuristische
Strategie von Bedeutung: das geschickte Zerlegen einer Figur bzw. das Einzeichnen ge-
eigneter Hilfslinien. Ohne diesen ,, Trick® ist ein Zugang zur Aufgabe schwer moglich.
Um Frustration bei der selbstindigen Bearbeitung zu vermeiden, sollten die Schiiler diese
Strategie kennen und auch schon selbstindig eingesetzt haben. Anderenfalls kann ein
Austausch von Ideen in Kleingruppen oder im Klassenverband Anregungen verschaffen.
Die Methode der Zerlegung in Hilfsfiguren sollte dabei als wichtige Methode des Losens
geometrischer Probleme herausgestellt werden.

- Schiiler der siebenten oder achten Klasse sind noch nicht so geiibt darin, Ergebnisse aus
Beispielen zu verallgemeinern. Die Gedanken und Vermutungen der Schiiler konnen ge-
meinsam préazisiert und zu einer schliissigen Darstellung geordnet werden, so dass schlief3-
lich eine begriindete Verallgemeinerung vorliegt.

- Lasst es die GroBe der Lerngruppe zu, kann die Aufgabe auch in einem Lerntagebuch be-
arbeitet werden. Anregungen zum Probleml6sen und heuristische Hilfen werden dann
durch den Lehrer schriftlich gegeben. Das dokumentierte Fortschreiten innerhalb eines
exemplarischen Problemloseprozesses, einschlieBlich der schriftlich fixierten Anregun-
gen, kann wiederum als Hilfestellung bei neuen, nicht nur @hnlichen, Problemen dienen.
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5. Eine Wiirfelentscheidung

Daniela und ihr jiingerer Bruder Jorg streiten sich héaufig dariiber, wer von ihnen den Miill
wegbringt. Deshalb schldgt Daniela Jorg vor, einen Wiirfel entscheiden zu lassen: ,,Du darfst
dreimal wiirfeln. Ist eine Sechs dabei, trage ich den Miill runter, sonst machst du das.” Jorg

erscheint die Sache fair.
Probiert es zu zweit aus. Was haltet ihr von Danielas Vorschlag?
Priift eure Einschiitzung nun durch systematische Uberlegungen.

Welches Gliicksspiel hittet ihr in dieser Situation vorgeschlagen?

Quelle Modifikation der gleichnamigen Aufgabe von W. Herget, T.
Jahnke, W. Kroll (2001): Produktive Aufgaben fiir den Mathe-
matikunterricht in der Sekundarstufe I. Berlin: Cornelsen, S. 128

Jahrgangsstufen 7/8 (P8 7/8)
Leitidee Daten und Zufall, Zahl
Einbezogene allgemeine Kompetenzen Probleme mathematisch 16sen,

mathematische Darstellungen verwenden,
mathematisch argumentieren

Angesprochene mathematische Inhalte Zufallsversuch, systematisches Ordnen
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Zu 5. Eine Wiirfelentscheidung

Moglicher Losungsweg

Das Spiel ist dann gerecht, wenn die Anzahl der fiir Jorg giinstigen Fille (Ausgédnge) und die
Anzahl der fiir Daniela giinstigen Fille (bzw. der fiir Jorg ungiinstigen Fille) tibereinstimmt.
Um dies zu priifen, werden die fiir Jorg giinstigen Félle geordnet und gezéhlt, wobei die Zif-
fern innerhalb der Tripel den Augenzahlen beim ersten, zweiten, dritten Wurf entsprechen.

Beim ersten Wurf eine Sechs:

611 612 613 614 615 616
621 622 623 624 625 626
631 632 633 634 635 636
641 642 643 644 645 646
651 652 653 654 655 656
661 662 663 664 665 666

— 36 Fille
Erst beim zweiten Wurf eine Sechs:

161 162 163 164 165 166
261 262 263 264 265 266
361 362 363 364 365 366
461 462 463 464 465 466
561 562 563 564 565 566

— 30 Fille

Erst beim dritten Wurf eine Sechs:

116 126 136 146 156
216 226 236 246 256
316 326 336 346 356
416 426 436 446 456
516 526 536 546 556

— 25 Fille
Somit gibt es fiir Jorg 36 + 30 + 25 =91 giinstige Fille.
Insgesamt gibt es jedoch 6 x 6 x 6 = 216 unterschiedliche Ausginge dieses Gliicksspiels.

Da 91 kleiner als die Hilfte von 216 (108) ist, gibt es fiir Jorg mehr ungiinstige Fille als giins-
tige. Danielas Vorschlag ist nicht gerecht.

Vorschlag fiir eine einfache und gerechte Zufallsentscheidung:

Einmal wiirfeln. Ist die Augenzahl gerade, bringt Daniela den Miill weg, ist die Augenzahl
ungerade, bringt Jorg den Miill weg. Fiir jeden Spieler gibt es dabei drei giinstige und drei
ungiinstige Fille. Das Spiel ist gerecht.

Eine andere einfache Variante wire ,,Kopf oder Zahl*.
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Zu 5. Eine Wiirfelentscheidung

Forderung allgemeiner Kompetenzen

K2 Probleme mathematisch losen

In den Losungshinweisen zu dieser Aufgabe schreiben die Autoren Herget, Jahnke, Kroll
(2001, S. 206) ,,Diese Aufgabe dient dazu, den typischen Fehlschluss ,bei drei Wiirfen betrigt

die Wahrscheinlichkeit fiir eine Sechs % , also % > zu entlarven. Schon nach wenigen Minuten

Wiirfeln liegen geniigend Ergebnisse vor, um erkennen zu lassen, dass Daniela besser dran ist.
Die theoretische Begriindung kann entweder mithilfe eines Baumdiagramms, anschaulicher
jedoch durch Abzihlen der fiir Jorg giinstigen Fille erfolgen.* Fiir das systematische Abzéh-
len gibt es verschiedene Moglichkeiten. Eine sehr ausfiihrliche Darlegung wurde in der Bei-
spiellosung vorgestellt. Zwei weitere Losungsvarianten beschreiben die oben genannten Auto-
ren: das Zihlen der giinstigen Fille ausgehend vom zweimaligen Wiirfeln und die effektive
Strategie des Bestimmens der fiir Jorg ungiinstigen Fille (Herget, Jahnke, Kroll 2001, S. 206).
Fiir diese Aufgabe gibt es somit unterschiedliche Losungsstrategien. Jeder Schiiler kann einen
eigenen Zugang finden, der unterstiitzt wird durch das vorangestellte Handeln.

Zur Losung dieser Aufgabe liegt den Schiilern kein Losungsverfahren vor. In der siebenten
und achten Klasse haben die Schiiler kaum Erfahrungen mit stochastischen Problemen. Das
(ausfiihrliche) systematische Ordnen moglicher Ausgénge ist hier eine hilfreiche Methode und
sollte nicht als ,,unprofessionelles Verfahren gesehen werden. Es verlangt die Fahigkeiten
ein geeignetes Systematisierungsschema zu finden, zugehorige Félle vollstindig zu erfassen,
eine Einheit auf Vollstindigkeit zu iiberpriifen, Schlussfolgerungen zu ziehen und Verallge-
meinerungen zu treffen. Diese heuristischen Aktivititen entsprechen dem Anforderungsbe-
reich I1.

K4 Mathematische Darstellungen verwenden

Beim systematischen Ordnen ist eine geeignete Darstellung nicht nur zur Préisentation erfor-
derlich, sondern auch fiir das Uberpriifen der Vollstindigkeit einer Fallgruppe und fiir das
Bestimmen der Anzahl der Fille duflerst hilfreich. Eine mogliche Darstellung der Fallgruppen
und Untergruppen wurde vorgestellt. Eine weitere iibliche Moglichkeit, die Ausgénge von
Zufallsversuchen systematisch zu ordnen, ist das Baumdiagramm. Dieses steht den Schiilern
zwar noch nicht als Methode zur Verfiigung, intuitive Darstellungen dhnlicher Form sind je-
doch durchaus denkbar. Auch Tabellen und schematische Darstellungen sind moéglich. Hier
ist somit ein Anlass zur Entwicklung einer eigenen, der individuellen Herangehensweise des
Schiilers dienlichen Darstellung gegeben (Anforderungsbereich III).

K1 Mathematisch argumentieren

Die Schiiler haben ausgehend von einem Durchspielen der Situation eine Hypothese dazu
aufgestellt, ob das gewihlte Entscheidungsmittel gerecht ist. Diese ist nun von ihnen durch
systematische Uberlegungen, also auf mathematischer Ebene, zu priifen.

Die Argumentation muss dabei keineswegs (sprachlich) komplex sein. Ist die Darstellung der
Fille geeignet, konnen einfache, teilformale Schlussfolgerungen ausreichend sein. Dennoch
sind mehrere Stufen erforderlich; zunéchst ist auf die Anzahl der fiir Jorg giinstigen Fille zu
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schlieen, dann auf deren Verhiltnis zur Gesamtzahl der moglichen Ausgénge und schlieBlich
ist zu urteilen, ob das vorgeschlagene Entscheidungsmittel gerecht ist. Fiir diese Bewertung
muss ein geeignetes Kriterium benannt werden. Somit liegt hier die Entwicklung einer iiber-
schaubaren mehrschrittigen Argumentation vor, was dem Anforderungsbereich II der Kompe-
tenzgruppe des mathematischen Argumentierens entspricht.

Gedanken zur Umsetzung im Unterricht

Fiir viele Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung kennen Schiiler der siebenten oder
achten Klasse kein Standardverfahren. Kreatives Denken und heuristische Strategien wer-
den wichtig. Deshalb sollten diese Aufgaben angemessen in den Mathematikunterricht
eingebunden werden. Im neuen Berliner Rahmenplan fiir die Sekundarstufe I
(www.lisum.de) findet die Wahrscheinlichkeitsrechnung wieder Beriicksichtigung. Aber
auch Einschiibe einzelner interessanter Aufgaben z. B. in Vertretungsstunden kdnnen zur
Kompetenzentwicklung beitragen.

Das systematische Ordnen sollte als heuristische Strategie Anerkennung finden, indem es
im Unterricht demonstriert und von den Schiilern selbst ausgefiihrt wird. Das Finden ge-
eigneter Ordnungssysteme und die Zuordnung der Ereignisse oder Objekte ist eine fach-
ibergreifende Strategie, die nicht nur bei mathematischen Aufgaben duBerst hilfreich sein
kann. Wichtig dabei ist, zunédchst das Herangehen an eine solche Systematisierung zu ler-
nen (Wie konnen geeignete Gruppen ausgewdéhlt werden? Welche Darstellungsmoglich-
keiten/Gruppierungsschemata gibt es?). Innerhalb der Reflexion einer Anwendung kdnnen
dann unterschiedliche Systematisierungsmoglichkeiten, z. B. beziiglich ihrer Effektivitat
oder auch ihrer Fehleranfilligkeit, diskutiert werden.

Bei dieser Aufgabe kann das Ziel verbliiffend schnell erreicht werden, wenn die fiir Jorg
ungiinstigen Ausgidnge bestimmt werden. Die oft effektive Methode des Bestimmens der
fiir das Gegenereignis giinstigen Fille sollte den Schiilern nicht vorenthalten werden.
Vielleicht kommt diese Idee ja sogar von den Schiilern selbst. Mit dieser Strategie konnen
auch schnell und einfach Wiirfelentscheidungen mit mehr als drei Wiirfen untersucht wer-
den. Eine geeignete Weiterfithrung der Aufgabe wire

,Erhohen sich die Chancen von Jorg, wenn viermal gewiirfelt wird?*

Dann gibtes 5 -5 - 5 - 5 = 625 Moglichkeiten, bei denen keine Sechs in allen vier Wiirfen
auftritt. Insgesamt aber 6 - 6 - 6 - 6 = 1296 mogliche Fille. Jorg hitte nun in der Tat einen,
wenn auch geringen, Vorteil.

Die Aufgabe kann auch eingesetzt oder aufgegriffen werden, wenn die Schiiler bereits mit
Wahrscheinlichkeiten rechnen konnen (P8 9/10). Die Verianderung der Chancen beider
Spieler bei Variation der Anzahl der Wiirfe kann dann mit Wahrscheinlichkeiten be-
schrieben werden, z. B.:

3 4
(éj >(0,5 aber (éj <0,5.
6 6
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6. Kleingeld ist keine Kleinigkeit

In der sagenhaften Stadt Moneta gab es nur zwei Miinzsorten, eine im Wert von 7 Cent und
eine im Wert von 12 Cent. Die Stadt Schilda machte es ihr nach, prigt aber Miinzen im Wert

von 6 Cent und 15 Cent.

a) Untersuche, welche Betrige die Biirger von Moneta und Schilda bezahlen kénnen, wenn
sie genug Miinzen bei sich tragen und ihnen auch entsprechend herausgegeben werden

kann. Konnen Sie etwas kaufen, was nur einen Cent kostet?

b) Ein pfiffiger Biirger von Moneta behauptet, er konnte jeden Betrag mit nur einer Miinz-
sorte bezahlen, wenn ihm nur mit der anderen herausgegeben wird. Priife diese Behaup-

tung.

¢) Wie viele Miinzsorten hat unser Wiahrungssystem? Ist es deiner Meinung nach besser oder

schlechter als das von Moneta? Begriinde deine Antwort.

Quelle Modifikation der gleichnamigen Aufgabe von W. Herget, T.
Jahnke, W. Kroll (2001): Produktive Aufgaben fiir den Ma-
thematikunterricht in der Sekundarstufe I. Berlin: Cornelsen,

S. 37
Jahrgangsstufen 7/8°
Leitidee Zahl
Einbezogene allgemeine Kompetenzen Probleme mathematisch 16sen,

mathematisch argumentieren,

mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen,

kommunizieren

Angesprochene mathematische Inhalte Grundrechenarten, Teilbarkeit

° Die Aufgabe ist eine problemorientierte Wiederholung, Anwendung und Vertiefung wichtiger Inhalte der Pri-
marstufe.
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Zu 6. Kleingeld ist keine Kleinigkeit

Mogliche Losungswege

a) 1. Moglichkeit: Ausprobieren bzw. naive Herangehensweise

1=49-48=7-7-4-12
2=14-12=2-7-1-12
3=24-21=2-12-3-7
4=28-24=4-7-2-12

Moneta:

5=12-7
6=42-36=6-7-3-12
T=1-7

8=36-28=3-12-4.7
9=21-12=3-7-1-12
10=70-60=10-7-5-12
11=35-24=5-7-2-12
12=1-12

Ein Cent kann bezahlt werden.

Zwei Cent kénnen bezahlt werden.
Drei Cent konnen bezahlt werden.
Vier Cent konnen bezahlt werden.
Fiinf Cent kénnen bezahlt werden.
Sechs Cent konnen bezahlt werden.
Sieben Cent konnen bezahlt werden.

Acht Cent konnen bezahlt werden.

Neun Cent kénnen bezahlt werden.
Zehn Cent kénnen bezahlt werden.
Elf Cent konnen bezahlt werden.
Zwolf Cent konnen bezahlt werden.

13=12+1=1-12+7-7-4-12=7-7-3-12

Durch dhnliche Additionen und Subtraktionen konnen alle weiteren Betrige zusammenge-
stellt werden'’. Die Biirger aus Moneta konnen deshalb mit ihren beiden Miinzsorten alle
Betrige bezahlen. Dies kann bereits daraus gefolgert werden, dass ein Cent mit dem
Miinzsystem aus Moneta bezahlt werden kann.

Schilda: =7
2=7
3=15-12=1:15-2-6
4=7

?

1-6

2

0 9 N W
I

2

9=15-6=1-15-1-6

keine Darstellung gefunden

keine Darstellung gefunden

Drei Cent konnen bezahlt werden.
keine Darstellung gefunden

keine Darstellung gefunden

Sechs Cent konnen bezahlt werden.
keine Darstellung gefunden

keine Darstellung gefunden

Neun Cent konnen bezahlt werden.

Mit den beiden Miinzsorten aus Schilda konnen nur Betrige bezahlt werden, die ein Viel-
faches der Drei sind. Betrdge von nur einem Cent konnen nicht bezahlt werden. Ursache
ist, dass beide Miinzbetrige Vielfache der Drei sind.

' Eine solche Schlussfolgerung geht bereits iiber den naiven Weg des Ausprobierens hinaus.
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a)

2. Moglichkeit: Analytische Betrachtung

Moneta: 1-7, 2-7, ... Vielfache von Sieben konnen bezahlt werden.
1-12, 2-12, ... Vielfache von Zwolf konnen bezahlt werden.
1-(7+12), 2-(7+12), ... Vielfache der Summe von Sieben und Zwolf

koénnen bezahlt werden.
2-7+1-12, 3-7+1-12, ...  Die Summen der Vielfachen von Sieben und
1-7+2-12, 1-7+2-12, ... Zwolf konnen bezahlt werden.

Ohne Herausgeben konnen Betrige der Form n-7+m-12 bezahlt werden, wo-
bei n und m natiirliche Zahlen sind.

Wird herausgegeben, kann n oder m auch negativ sein, z. B. 2-7—-12.

Dadurch konnen beispielsweise auch Vielfache!' von Drei bezahlt werden,
denn 3=5-2=12-7-(2-7-12)=2-12-3-7, 6=2-3=4-12—6-7 und auch
Betrige von nur einem Cent, denn
1=3-2=2-12-3-7-(2-7-12)=3-12-5-7.

Die Biirger von Moneta konnen deshalb mit ihren zwei verschiedenen Miinz-
sorten jeden Preis bezahlen.

Schilda: Analog zu den Ergebnissen fiir Moneta konnen die Biirger aus Schilda Betrige
der Form n-6+m-15 bezahlen, wobei n und m ganze Zahlen sind, jedoch nur
eine von beiden negativ.

Es konnen Vielfache der Zahlen 3, 6, 9, 12, 15, ... bezahlt werden, also nur
Betrige, die Vielfache der Drei sind. Da auch die Summen und Differenzen
dieser Betrige wieder Vielfache der Drei sind, kann z. B. keine Zwei, keine
Vier und auch nicht die Eins erreicht werden. Die Biirger von Schilda kénnen
deshalb mit ihrem Miinzsystem nicht jeden Preis bezahlen. Ursache ist, dass
beide Miinzbetriage Vielfache einer Zahl, der Drei, sind. Die Werte der Miinz-
sorten von Moneta haben keinen gemeinsamen Teiler.

b) Der Betrag von einem Cent kann durch die Miinzsorten von Moneta erhalten werden,

wenn drei 12-Cent-Miinzen bezahlt werden und fiinf 7-Cent-Miinzen herausgegeben wer-
den. Bei Betridgen von zwei Cent konnte man folglich sechs 12-Cent-Miinzen bezahlen
und wiirde zehn 7-Cent-Miinzen zuriick bekommen. Somit konnen alle Betridge bezahlt
werden, indem mit 12-Cent-Miinzen bezahlt und mit 7-Cent-Miinzen herausgegeben wird.

Unser Miinzsystem hat folgende Miinzsorten: 1 Cent, 2 Cent, 5 Cent, 10 Cent, 20 Cent, 50
Cent, 1 Euro, 2 Euro. Hat ein System geschickt gewihlte Miinzsorten, konnen viele ver-
schiedene, insbesondere auch hohere, Betrdge mit wenigen Miinzen bezahlt werden.

z. B. 99 Cent: Europa: einen Euro hingeben, einen Cent zuriick bekommen
Moneta: drei 12er und neun 7er hingeben oder
zehn 12er hingeben, drei 7er zuriick bekommen

Je mehr geschickt gewéhlte Miinzsorten es gibt, desto weniger Miinzen miissen pro Kas-
siervorgang bewegt werden. So kann in unserem System der Betrag von einem Cent sehr
einfach bezahlt werden. Es gibt auch verschiedene Moglichkeiten einen einzelnen Wert
aus Miinzen zusammenzustellen. Dadurch kann 6fter ,,passend gegeben bzw. herausge-
geben werden. Aus diesen Griinden ist unser System geeigneter als das von Moneta.

" Dies ist eine wichtige Schlussfolgerung, die innerhalb der Reflexion zu dieser Aufgabe auch thematisiert, ab
Klasse 7 sogar nachgewiesen, werden konnte.
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Zu 6. Kleingeld ist keine Kleinigkeit

Forderung allgemeiner Kompetenzen

K2 Probleme mathematisch losen

Zuniachst stellt sich den Schiilern die Frage, welche Miinzbetrige in beiden Miinzsystemen
bezahlt werden konnen. Dazu wurden zwei prinzipiell verschiedene Herangehensweisen vor-
gestellt'?. Innerhalb dieser Strategien sind weitere Differenzierungen zu einzelnen Losungs-
schritten moglich. Die Aufgabe ist somit offen beziiglich des Losungsweges.

Fiir diese Aufgabenstellung werden die Schiiler in der Regel keinen passenden Losungsalgo-
rithmus parat haben. Eine geeignete Losungsstrategie ist selbst zu entwickeln. Das vorgestell-
te Betrachten von Einzelfillen mit anschlieBender Analyse und Verallgemeinerung (indukti-
ves Vorgehen) ist eine geeignete heuristische Herangehensweise.

Eine zweite Forderung heuristischer Kompetenzen wird an die Schiiler gestellt, indem sie den
Betrag von einem Cent aus den gegebenen Miinzen darstellen sollen. Das gefundene Ergebnis
kann die Basis fiir die Beantwortung der nichsten Frage bilden. Ebenso ist die Argumentati-
onsbasis zur Einschitzung unseres Wihrungssystems von den Schiilern selbst zu finden. Es
sind selbstindig Argumente, die Vor- und Nachteile unseres Systems plausibel verdeutlichen,
zu suchen und zu wihlen.

Insgesamt bietet diese Aufgabe reichhaltige Gelegenheiten kreativ tétig zu sein und heuristi-
sche Strategien, Hilfsmittel und Prinzipen zu verwenden (Anforderungsbereich II).

KS Mit symbolischen, formalen, technischen Elementen der Mathematik umgehen

Beim induktiven Vorgehen sind zur Bearbeitung der Aufgabe einfache Berechnungen auf
Grundschulniveau und eventuell das Aufstellen einfacher Terme ausreichend.

Ubersetzungen zwischen natiirlicher Sprache (Sprache des Kontextes) und symbolischer
Sprache spielen bei dieser Aufgabe eine grofle Rolle. Schon der Zusammenhang zwischen
,Herausgeben* und negativem Vorzeichen des jeweiligen Betrages ist diesbeziiglich eine
wichtige Abstraktion. Auch der Wechsel zwischen unterschiedlichen formalen Darstellungen,
z. B. Darstellung als Summe — Darstellung als Produkt, ist ein Aspekt dieser Kompetenzgrup-
pe, der hier mehrfach umgesetzt werden kann. Aufgrund der zahlreichen moglichen Uberset-
zungsvorginge entsprechen die Anforderungen dem Bereich II.

K1 Mathematisch argumentieren

Die letzte Teilaufgabe fordert von den Schiilern eine Bewertung unseres Wihrungssystems.
Das Bewerten zéhlt zu den anspruchsvollsten mathematischen Titigkeiten. Die Anforderung
liegt bei dieser Bewertung auf der Argumentation, nicht auf den dazu auszufiihrenden forma-
len Elementen. Zunichst sind geeignete Argumente fiir die Bewertung auszuwéhlen, wofiir
sich die ,,Anzahl“ und die ,,Betridge* der laufenden Miinzen anbieten. Anschlieend sind diese
beiden Aspekte von den Schiilern auf formalem oder verbalem Weg auszufiihren. Ein exem-
plarisches Herangehen (Zusammensetzen des Betrages von 99 Cent in beiden Miinzsystemen)

"> Vgl. hierzu auch die Losungshinweise in Herget, Jahnke, Kroll 2001, S. 145.
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ist nicht nur anschaulich, sondern auch plausibel. Eine eigenstidndige, fundierte Bewertung
kann durchaus Anforderungsbereich III zugeordnet werden.

Argumentationen in Form von einfachen Schliissen bis hin zu umfangreichen Begriindungen
sind auch innerhalb der Ausfiihrungen zu den ersten beiden Teilaufgaben zu erwarten. Die
Aufgabe bietet daher reichhaltige Gelegenheit zur Forderung der Kompetenz des mathemati-
schen Argumentierens. Da keine Forderungen an die Stringenz der Argumentation (wie z. B.
,Beweise®) gestellt werden, ist eine starke Differenzierung beziiglich der Stringenz, des Um-
fanges, aber auch der Gestaltung und Darstellung der Argumentation moglich.

K6 Kommunizieren

Wird die Aufgabe schriftlich geldst, dullert sich die Kompetenz des Kommunizierens vor al-
lem in der Darstellung des Losungsweges. Diese ist, insbesondere bei einem induktiven Vor-
gehen, durchaus anspruchsvoll. Die Schiiler miissen zunédchst Einzelfélle betrachten und ge-
eignet gruppieren. Davon ausgehend sind Verallgemeinerungen zu treffen. Dabei spielt die
Darstellung eine wesentliche Rolle. Sie kann umfangreiche Argumentationen ersetzen.

Insgesamt ist die Darstellung, verbal oder formal, dann geeignet, wenn der Losungsweg
nachvollzogen werden kann, keine Fragen zum Vorgehen offen bleiben. Ubersicht ist zu be-
wahren (es gibt drei Teilaufgaben, verschiedene Miinzsysteme sind zu betrachten). Fach-
sprachliche und umgangssprachliche Sequenzen sollten korrekt und versténdlich sein.

Das zielorientierte schriftliche Prasentieren komplexer mathematischer Sachverhalte ent-
spricht Anforderungsbereich II1.

Die Aufgabe bietet sich auch zur gemeinsamen Reflexion an. Hier konnen Zusammenhénge
(wieder-)entdeckt werden, die tiber die Losung der Aufgabe hinaus gehen (z. B. ,,Sind zwei
Zahlen durch eine Zahl teilbar, so sind auch ihre Summe und ihre Differenz durch diese Zahl
teilbar.”). Auch iiber Verallgemeinerungen kann diskutiert werden: Wie miissen die Werte
von zwei Miinzsorten gewéhlt werden, damit alle Betrédge erreicht werden? Durch eine miind-
liche Darstellung verschiedener Losungswege kann das Erldutern und Beschreiben von L&-
sungsstrategien fiir andere sowie das ,Jlaute* Argumentieren und Bewerten geiibt werden.
Insbesondere bietet sich eine Diskussion zur dritten Teilaufgabe an.

Gedanken zur Unterrichtsgestaltung

- Das induktive Vorgehen, bei dem Einzelfille betrachtet, analysiert und davon ausgehend
allgemeine Zusammenhinge formuliert werden, ist nicht nur zur Losung dieser Aufgabe
sehr geeignet. Es sollte im Mathematikunterricht gepflegt und dieser sollte nicht auf ein
deduktives Vorgehen beschrinkt werden. Induktive und deduktive (allgemeine Beweise
und Herleitungen) Methoden sollten sich im Unterricht erginzen, ihre Vor- und Nachteile
und wichtige Einsatzbereiche sollten den Schiilern deutlich werden.

- Die Aufgabe fordert eine Stellungnahme zu unserem Miinzsystem. Eine willkiirliche Be-
wertung wie ,,Finde ich besser.* ist dafiir nicht ausreichend. Es sind nachvollziehbare und
stichhaltige Argumente auszuwihlen und auszufiihren. Anregungen konnen durch eine
Sequenz echter oder vorgestellter Handlungen des Bezahlens und Herausgebens gewon-
nen werden.

- Die Aufgabe bietet Anlass den Euklidischen Algorithmus zu thematisieren, was in diffe-
renzierenden Unterrichtsformen zur Forderung leistungsstarker Schiiler genutzt werden
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kann. Eine weitere anspruchvolle Fortfiihrung der Aufgabe ist in Herget, Jahnke, Kroll
2001, S. 37 zu finden.



Mlustration der KMK-Bildungsstandards Jahrgangsstufe 10, 2. Auflage 39/63

7. Schnell ist nicht gleich schnell

Tom und Franz (9. Klasse) trainieren fiir einen Wettkampf im 100 m - Lauf, bei dem einer

von beiden die Schule vertreten soll. Die Tabelle enthilt ihre Trainingszeiten.

Lauf 1 2 3

Tom 13,2s |[134s [13,0s

12,8s [12,8s [129s

Franz 129s [13,4s [12,5s

13,0s |13,6s [129s

a) Stelle die Daten graphisch dar.

b) Wen wiirdest du als Vertreter der Schule zum Wettkampf schicken? Lege deinen Lo-

sungsweg dar und begriinde deine Entscheidung.

¢) Fiir den 5000 m - Lauf kommt Kai oder Paul in Frage. Auf welcher Basis wiirdest du als

Trainer die Entscheidung hier treffen?

Jahrgangsstufen

7/8 (P2 7/8) und 9/10 (P3 9/10)

Leitidee

Daten und Zufall

Einbezogene allgemeine Kompetenzen

mathematische Darstellungen verwenden,
mathematisch argumentieren,
mathematisch modellieren,

mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen

Angesprochene mathematische Inhalte

Mittelwert, Streuung (intuitiver Begriff),

Darstellung von Daten
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Zu 7. Schnell ist nicht gleich schnell

Moglicher Losungsweg

a)

13,8
13,6 —
13,4
13,2 -

13 4
12,8 |
12,6 |
12,4 -
12,2 -

12 4
11,8

Zeitins

1 2 3 4 5 6

B Tom OFranz Laut

Mittelwert kleinster Wert grofiter Wert
TOM 13,025 12,8 s 1345
FRANZ 13,05 s 12,5s 13,6 s

b) Die Entscheidung, wer zum Wettkampf fahren soll, ist nicht einfach zu fillen. Die Mit-

c)

telwerte beider Liufer liegen sehr eng beieinander. Tom lduft im Mittel etwas schneller
als Franz. Franz erreicht mit Abstand die beste Zeit, hat aber ebenso auch einen deutlichen
Ausrutscher hin zu schlechteren Zeiten. Insgesamt sind die Schwankungen zwischen
Toms Laufzeiten geringer als die von Franz. AuBlerdem geht bei Tom die Tendenz an-
scheinend zu kiirzeren Laufzeiten. Bei Franz ist eine solche Entwicklung (noch) nicht er-
kennbar. Aus diesen Griinden sollte Tom dieses Jahr zum Wettkampf fahren.

Bei dieser Entscheidung wird jedoch davon ausgegangen, dass die gegebenen Laufzeiten
zufillig sind. Gibt es eine Systematik, z. B. Franz ist immer morgens schneller, konnte
dies auf die Entscheidung Einfluss haben.

Die 5000 m sollten Kai und Paul gleichzeitig laufen und der schnellere von beiden sollte
zum Wettkampf fahren. Bei langen Strecken sollte bereits bei einem Lauf eine deutliche
Zeitdifferenz zwischen beiden Laufern sichtbar werden. Bei Langstreckendistanzen sind
vor allem Ausdauer und Kraft wichtig, weniger andere Bedingungen wie ein guter Start
(kurze Reaktionszeit). Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zweiter Trainingslauf iiber
5000 m bei dhnlich Bedingungen genauso ausgeht, ist deshalb groBer als bei 100 m, es sei
denn, die Kondition der Liufer dndert sich, z. B. im Falle einer Krankheit.
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Zu 7. Schnell ist nicht gleich schnell

Forderung allgemeiner Kompetenzen

K4 Mathematische Darstellungen verwenden

Als Grundlage und Unterstiitzung der Argumentation kann eine graphische Darstellung der
Trainingszeiten dienen. Dafiir gibt es unterschiedliche Moglichkeiten, z. B. das Saulendia-
gramm. Aber auch bei der Wahl dieser Darstellungsform kann noch entschieden werden, ob
die Werte fiir beide Liufer in einem Diagramm oder getrennt dargestellt werden. Bei der ge-
trennten Darstellung sind die Streuungen der Werte gut erkennbar, bei der gemeinsamen Dar-
stellung ist ein Vergleich der Werte besonders gut moglich.

Die Graphik ist geeignet zu beschriften, ggf. ist eine Legende und eine Uberschrift einzufii-
gen, insbesondere dann, wenn die Graphik wie hier am PC, z. B. mit Excel, angefertigt wird.

Je nachdem wie vertraut die Schiiler mit dieser oder einer anderen geeigneten Darstellungs-
weise sind, konnen die Anforderungen beziiglich dieser Kompetenzgruppe stark differieren:
von der Anfertigung vertrauter und geiibter Darstellungen (Bereich I) bis hin zur Entwicklung
eigener Darstellungen (Anforderungsbereich III).

K1 Mathematisch argumentieren

Die Schiiler haben zu entscheiden, welchen der beiden Jungen sie zum Wettkampf schicken
und dies zu begriinden. Die Grundlage der Entscheidung sollte der Mittelwert und die
Schwankung der Trainingszeiten sein. Eine sichtbare Tendenz kann diese stiitzen. Die Ent-
scheidung ist dabei nicht eindeutig. Je nach Interpretation der mathematischen Daten und der
personlichen Schwerpunktsetzung kann die Entscheidung fiir Tom oder Franz ausfallen.
Wichtig ist eine plausible Begriindung. Diese erfolgt in der Sprache des Kontextes, sollte sich
aber auf die genannten mathematischen Ergebnisse stiitzen und den Vergleich und die Analy-
se der gegebenen Zeiten einbeziehen. So kann die Begriindung eine (interessante) Mischung
zwischen individuellen Auffassungen und mathematisch-rationalen Analysen sein.

Bei der Diskussion des Verfahrens zur Entscheidungsfindung bei der 5000 m - Stecke konnen
keine formalen mathematischen Ergebnisse genutzt werden. Hier miissen die Bedingungen
zwischen beiden Wettkdampfen verglichen und wesentliche Unterschiede herausgestellt wer-
den. Daraus konnen Folgerungen auf die zu erwartenden Schwankungen der Trainingsergeb-
nisse abgeleitet werden. Wenn auch die Ergebnisse sich gleichen sollten (Die Langstrecke
auch sechsmal laufen zu lassen, wird hoffentlich nicht in Betracht gezogen.), konnen die Ar-
gumente der Begriindung unterschiedlich sein.

Die iiberschaubare mehrschrittige Argumentation ist dem Anforderungsbereich II zuzuord-
nen. Es kann aber auch dazu kommen, dass die eigene Argumentation bzw. die Argumentati-
onsbasis bewertet wird, was dem Anforderungsbereich III entspricht.

K3 Mathematisch modellieren

Mit dieser Aufgabenstellung werden alle Aktivitdten eines Modellierungsprozess angespro-
chen. Zur Beantwortung der aulermathematischen Fragestellung ist ein geeignetes mathema-
tisches Modell auszuwéhlen (hier Mittelwert und Differenz zwischen Maximal- und Mini-
malwert als Ausdruck der Schwankung der Werte). Innerhalb des mathematischen Modells
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wird ein formales Ergebnis bestimmt. Schlieflich sind die formalen Ergebnisse wieder im
Ausgangskontext zu interpretieren und auch eine Validierung des verwendeten Konzeptes ist
durchaus denkbar.

Ein mathematisches Modell wird durch die Aufgabenstellung nicht benannt. Im Herstellen der
Zusammenhinge zwischen mathematischen Elementen und solchen des Kontextes sowie im
Entwickeln einer geeigneten Argumentationsbasis liegen die heuristischen Anforderungen
dieser Aufgabenstellung.

Konnen die Schiiler zum Zeitpunkt dieser Aufgabenstellung sicher mit dem Mittelwert umge-
hen und kennen sie seine Anwendungsbereiche, wird ein vertrautes und direkt erkennbares
Modell genutzt (Anforderungsbereich I).

KS Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen

Der formale Anteil dieser Aufgabe liegt in der Bestimmung der Mittelwerte der Zeiten beider
Liufer. Damit liegt in der Regel ein Routineverfahren vor, also Anforderungsbereich I. Die
Berechnung hat hier lediglich Werkzeugcharakter, indem die Grundlage fiir die Argumenta-
tion geschaffen wird.

Gedanken zur Unterrichtsgestaltung

- Die Nicht-Eindeutigkeit der Losung dieser Aufgabe und die Notwendigkeit einer ein-
leuchtenden Begriindung sollte innerhalb der Reflexion explizit thematisiert werden. Dazu
konnen unterschiedliche Entscheidungen der Schiiler diskutiert werden. Die Schiiler ler-
nen dabei mathematische Ergebnisse als Grundlage von Entscheidungen kennen, aber
auch den Spielraum, den diese lassen.

- Die Aufgabe kann ganz am Anfang der Beschiftigung mit statistischen Kennwerten ste-
hen (Jahrgangsstufen 7/8). Der Mittelwert kann so problemorientiert eingefiihrt werden.
An spiterer Stelle kann anhand desselben Problems ein Maf fiir die Streuung entwickelt
werden.

- Innerhalb einer Modifikation der Aufgabenstellung kann mit authentischen Daten, mit
Laufzeiten der Schiiler selbst gearbeitet werden. Die Frage ,,Wer ist der schnellste Laufer*
ist dann moglicherweise gar nicht mehr ganz schnell zu beantworten; bedeutet sie ,,Wer
hat die beste Minimalzeit?* oder ,,Wer hat den besten Mittelwert?* oder ... .

- Wie bereits angedeutet, kann die graphische Darstellung mittels Excel erfolgen. Ist dies
moglich, konnen die Schiiler auch verschiedene sinnvolle Darstellungsmoglichkeiten ver-
wenden und vergleichen. Die Aufgabe kann also auch zum Anlass genommen werden,
sich moglicherweise erstmalig mit einem Tabellenkalkulationsprogramm wie Excel zu be-
schiftigen. Neben der Darstellung der Werte kann auch der Mittelwert, spiter die Stan-
dardabweichung durch das Programm berechnet werden. Wirklich lohnend ist der Einsatz
von Tabellenkalkulationsprogrammen natiirlich erst bei grofleren Datenmengen.
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8. Begradigung

MafBstab
1:400

Zufahrt

Die Skizze zeigt die Grundstiicke von Familie Stengel (I) und Familie Heiner (I) im MaBstab

1:400. Beide Familien wollen Einfamilienhduser bauen. Die Grundstiicke sind dafiir jedoch

ungiinstig geschnitten. Die Eigentiimer einigen sich auf eine Begradigung der Grenze zwi-

schen beiden Grundstiicken, ohne dass die Flichengroen gedndert werden.

a) Wo konnte die begradigte Grenze liegen? Gibt es mehrere Moglichkeiten?

b) Wie wirkt sich die Begradigung auf die Zaunldngen der beiden Nachbarn aus, wenn davon
ausgegangen wird, dass das gemeinsame Zaunstiick von beiden Nachbarn zur Hilfte er-
richtet wird. Ist die Verdnderung gegeniiber der Ausgangsldnge erheblich?

Beide Bauherren haben bei der Planung ihres Hauses die Vorgabe des Bauamtes zu beriick-

sichtigen, jeweils 3 m Abstand zur Grundstiicksgrenze einzuhalten.

c¢) Welche wirkliche Baufldache steht den beiden Bauherren zur Verfiigung? Ist die ,,Ein-
schrinkung* betréachtlich?

d) Skizziere einen moglichen Standort fiir die beiden Hiuser.

Klassenstufen 7/8"% und 9/10 (P2 9/10)
Leitidee Messen, Raum und Form, Zahl
Einbezogene allgemeine Kompetenzen mit mathematischen Darstellungen arbeiten,

mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen,

Probleme mathematisch 16sen,
mathematisch modellieren

Angesprochene mathematische Inhalte MafBstab, Flichenberechnung von Vierecken, Prozentrechnung

'3 MaBstiibliche Abbildungen gehoren zu den Inhalten der Jahrgangsstufen 9/10 (Thema Ahnlichkeit). Die Schii-
ler haben zum Thema ,,MafBstab* jedoch Vorkenntnisse aus dem Sachunterricht der Grundschule, aus anderen
Fachern oder dem auBlerschulischen Umfeld. Deshalb sollte die Aufgabe bereits in den Jahrgangsstufen 7/8 und
frither erfolgreich bearbeitet werden konnen.
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Zu 8. Begradigung

Mogliche Losungswege

a) Begradigung (ohne Anderung der Flichengriofien)

16 m 20 m
6 m| X

I | I1

20 m d
Y
10 m
4m 7
12m 24m

1. Moglichkeit

Die Flichengrofen bleiben erhalten, wenn bei beiden Grundstiicken die ,,abgeschnittene* Fla-
che gleich groB der ,hinzugefiigten* ist. Werden diese Teilfldchen wie in der Skizze darge-
stellt mit X, Y, Z bezeichnet, bedeutet dies X+ Z =Y.

Ist d der Abstand der begradigten Grenze wie in der Skizze eingetragen und verlduft die neue
Grenze rechtwinklig zu den Grundstiicksgrenzen, ergeben sich folgende Gleichungen. (Alle
Zahlenwerte entsprechen Lingen. Auf die Einheit Meter wurde verzichtet.)

1) X=6(d-16)=6d-96
i1) Y=10(22-d)=220-10d
1i1) Z=4(d-12)=4d- 48

Aus diesen Gleichungen und der Bedingung X + Z = Y kann der Abstand d bestimmt werden:
6d — 96 + 4d — 48 = 220 — 10d. Es ergibt sich ein Originalabstand von d = 18,2 m. Dem ent-
spricht in der mafstabsgerechten Zeichnung ein Abstand von ca. 4,6 cm.

2. Moglichkeit:
Zunichst wird die Fliache des Grundstiicks von Familie Stengel berechnet:

F, =12m><20m+10m><10m+1m><1,5m=364m2

Verlduft die Grenze nach der Begradigung rechtwinklig zu den Grundstiicksgrenzen, sind
beide Grundstiicke (anndhernd) rechteckig. Der Abstand d der begradigten Grenze (siehe
Skizze) ergibt sich dann aus der unveridnderten Flichengrofe und der Breite (20 m) des

Grundstiickes von Familie Stengel: d = 25’ =18,2m.
m

zu beiden Moglichkeiten

Fiir die Begradigung gibt es mehrere Moglichkeiten, denn der Winkel zwischen der neuen
Grenze und der vorhanden Grundstiicksgrenze muss nicht 90° sein. Die Berechnung der Lage
wird dann etwas schwieriger, da die abgetrennten Teilflachen keine Rechtecke mehr sind. Die
Lage der Grenze wirkt sich auch auf die Zaunlidngen aus.
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b)

¢)

d)

Zaunlingen

Urspriingliche Zaunlidngen

L‘}”:20m+16m+% Gm+6m+10m+10m+4m)+ 12m=66m

L”},”:20m+20m+% Gm+6m+10m+10m+4m)+24m=82m

Zaunldngen nach Begradigung

L7€“=20m+2><18,2m+%xZOm:66,4m

L';;“=20m+2><17,8m+%x20m=56,6m

Damit erhoht sich die Zaunlinge fiir Familie Stengel um unerhebliche 0,6 % (0,4 m) von
der Ausgangslinge. Fiir Familie Heiner verringert sich die Zaunlidnge jedoch um 20 %
(16,4 m). Beim Bauen des Zaunes kann Familie Heiner somit deutlich sparen. Insgesamt
verringet sich die Zaunldnge um 16 m bzw. um 14,3 % von der Ausgangslinge.

Baufliachen

Grundstiick I (Familie Stengel)

Ff =(18,2m-6m) (20 m -6 m) = 170,8 m’

Die tatsidchliche Baufldche betrigt bei Grundstiick I ca. 47 % der Gesamtfléche.

Grundstiick Il (Familie Heiner)
Zunichst wird die Grundstiicksfliche von Familie Heiner berechnet.

Gesamtfliche (beide Grundstiicke): F, =36 m-20 m =720 m?
Baufliche: F,f“” =(17,8m-6m)(20m—-6m)=165,2 m>
Die tatsidchliche Baufliche betrigt bei Grundstiick II ca. 46 % der Gesamtfldache. Beiden

Familien steht somit nur etwa die Hélfte der Grundstiicksfldche zur Bebauung zur Verfii-
gung — eine deutliche Einschrinkung.

Standorte

Ubliche Grundflichen fiir Einfamilienhiuser mit zwei Geschossen sind z. B. 10 m x 9 m
(2,5 cm x 2,25 cm im Mafstab 1:400) oder 12 m x 8 m (3 cm x 2 cm im Mallstab
1: 400)'*. Eine mogliche Variante fiir die Standorte beider Héuser:

I I

'* Angaben fiir reale HausgroBen sind von den Schiilern aus Quellenmaterialien zu entnehmen. Auch das ist eine
Aktivitit, die zur Leitidee Messen gehort. Wenn es moglich ist, konnten aber auch Einfamilienhduser selbst
ausgemessen oder Bekannte befragt werden.
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Zu 8. Begradigung

Forderung allgemeiner Kompetenzen

K4 Mathematische Darstellungen verwenden

Von den Schiilern wird die Kompetenz gefordert, maBstébliche Zeichnungen lesen und anfer-
tigen zu konnen. Fiir die Bestimmung von Lingen und Flachen ist die Skizze auszumessen
und die Werte sind in die Originalgroe umzurechnen. Umgekehrt sind die Bildldngen zu
bestimmen, z. B. um mogliche Standorte der Hiuser eintragen zu konnen.

Sind die Schiiler im Umgang mit maBstdblichen Zeichnungen geiibt, liegt beziiglich dieser
Kompetenz Anforderungsbereich I vor.

KS Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen

Zur Fliachenberechnung sind von den Schiilern selbstidndig geeignete Teilflichen zu bilden,
entsprechende Flicheninhaltsformeln auszuwihlen und anzuwenden. Dazu sind Umrechnun-
gen anhand des gegebenen Malstabs erforderlich. Gegebenenfalls miissen auch Einheiten
umgerechnet werden. Zur Bestimmung der begradigten Grenze konnen einfache Termumfor-
mungen notwendig werden. Variablen sind dazu sinnvoll auszuwihlen und einzusetzen. Wih-
rend der gesamten Bearbeitung werden immer wieder Ubersetzungen zwischen der symboli-
schen, formalen Sprache und der natiirlichen Sprache des Kontextes notwendig. Die Schiiler
wihlen selbstindig mathematische Hilfsmittel wie Formelsammlungen und Taschenrechner
und setzen diese ein.

Da Routineanforderungen nur einen Teil der vielfiltigen genannten Aktivitdten des Arbeitens
mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik ausmachen, liegt
Anforderungsbereich II vor.

K2 Probleme mathematisch losen

Von den Schiilern ist eine Losungsstrategie zu entwickeln, mit der die Lage der begradigten
Grenze bestimmt werden kann. Der Ansatz der beiden vorgestellten Losungsmoglichkeiten
ergibt sich aus der Bedingung, die Flichengr6Ben beider Grundstiicke nicht zu verédndern.
Insbesondere die Frage nach weiteren Moglichkeiten bedingt die Verkniipfung unterschiedli-
cher Unterrichtsthemen (Rechteck, Trapez, rechtwinkliges Dreieck etc.).

Die Bestimmung der Zaunldngen und der tatsdchlichen Baufldachen sind fiir die Schiiler der
Sekundarstufe I Routineanforderungen, ohne heuristische Herausforderungen.

Fiir die letzte Teilaufgabe, den Vorschlag fiir einen moglichen Standort beider Hiuser, ist
erneut kreatives Denken (innerhalb eines gegebenen Rahmens) notwendig: Wie konnten die
Hiuser stehen? Was ist sinnvoll?

Verwenden die Schiiler selbstindig heuristische Strategien und Hilfsmittel liegt Anforde-
rungsbereich II vor. Haben sie dagegen bereits dhnliche ,,Begradigungsaufgaben ausgefiihrt,
liegt kein Problemldseprozess mehr vor.
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K3 Mathematisch modellieren

Die Kompetenz des mathematischen Modellierens ist bei dieser Aufgabe eng gekoppelt an die
Kompetenz des Problemlosens. Die Auswahl eines geeigneten mathematischen Modells ent-
spricht dem Entwickeln eines Ansatzes, also der heuristischen Anforderung.

Wichtige Aktivititen des Bereiches ,,mathematisch modellieren* kommen vor allem in der
letzten Teilaufgabe zum Einsatz. Wie grof ist die Grundfliche von Einfamilienhdusern? Die
Schiiler diirften hierzu wenig Wissen besitzen und sind daher aufgefordert, selbstindig nach
notwendigen Daten zu recherchieren, wofiir das Internet eine geeignete Quelle sein konnte.

An zwei Stellen werden die Schiiler angeregt ihre mathematischen Ergebnisse zu interpretie-
ren: Sind die Veridnderungen erheblich? Sind die Einschriankungen deutlich? Die bestimmten
Werte sind dabei geeignet in Beziehung zu setzen und Schlussfolgerungen zu ziehen.

Je nach Vertrautheit der Schiiler mit Aktivititen des Modellierens liegt Anforderungsbereich I
oder II vor.

Gedanken zur Umsetzung im Unterricht

- Die Aufgabe bietet die Moglichkeit Ausschnitte aus der Lebenswelt in den Mathematik-
unterricht aufzunehmen und zwar in einer Form wie sie von den Schiilern selbstédndig und
im zeitlichen Rahmen einer Unterrichtsstunde bewiéltigt werden kann. Da alle inhaltlichen
Voraussetzungen durch den Grundschulunterricht gegeben sein sollten, kann der Schwer-
punkt auf die allgemeinen Kompetenzen wie das Ubersetzen in eine mathematische Dar-
stellung oder das Sammeln notwendiger Informationen gelegt werden.

- Anhand der Aufgabe konnen die Schiiler, moglicherweise erstmals, mit bestimmten Akti-
vitdten des Modellierens und Problemldsen vertraut gemacht werden. In diesem Fall ist
eine Reflexion und Diskussion unterschiedlicher Herangehensweisen von besonderer Be-
deutung. Sind die Schiiler in der selbstindigen Bearbeitung komplexer Aufgabenstellun-
gen wenig geiibt, konnen sich Phasen im Klassenverband mit Phasen der selbstidndigen
Arbeit abwechseln. Dabei ist jedoch darauf zu achten, dass die Schiiler nur notwendige
Denkanstofle erhalten und nicht die Problemstellung durch ein gelenktes Unterrichtsge-
sprich zu Routineanforderungen reduziert wird.

- Findet die Bearbeitung der Aufgabe innerhalb der Themenstellung ,,Maf3stab* in Klasse 9
statt, konnten im Unterricht auch reale Bauzeichnungen gelesen und verwendet werden.

- Die Aufgabe wird anspruchsvoller, wenn die begradigte Grenze aufgrund vorhandener
Bebauungen oder Bepflanzungen schrig gelegt werden muss. Auch der Zusammenhang
zwischen Lage der Grenze und Zaunldnge (Gesamtldnge) kann tiefer analysiert werden.

- Ausgehend von dieser Aufgabe konnen die Schiiler aufgefordert werden, eigene Begradi-
gungsaufgaben zu erfinden und diese, z . B. im Austausch mit dem Nachbarn auch zu 16-
sen. Dabei sollte die Kreativitdt nur so weit getrieben werden, dass es sich noch um real
mogliche Situationen handelt.
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9. Alles ganz normal?

Abbildung aus Herget, Jahnke, Kroll 2001, S. 98

Die Abbildung zeigt die Normalparabel zu y = x? und die Gerade zu y =%x+1. An der

Stelle x = 1 wurden die y-Werte der Geraden und der Parabel addiert (graphische Addition).

a) Fiihre die graphische Addition an weiteren Stellen aus. Was fiir ein Graph entsteht? Be-
schreibe ihn. Wie lautet die zugehorige Gleichung?
Ist die Summe aus einer Geraden und einer Parabel immer ein solcher Graph? Begriinde
deine Vermutung.

b) Was fiir ein Graph entsteht, wenn eine Gerade von einer Parabel ,,abgezogen* wird?

¢) Welche Graphen konnen entstehen, wenn zu einer Parabel eine andere Parabel addiert
oder subtrahiert wird? Betrachte unterschiedliche mogliche Fille (z. B. Addition einer Pa-

rabel mit entgegengesetztem quadratischen Anteil).

Quelle Modifikation der gleichnamigen Aufgabe von W. Herget, T.
Jahnke, W. Kroll (2001): Produktive Aufgaben fiir den Mathe-
matikunterricht in der Sekundarstufe I. Berlin: Cornelsen, S. 98

Jahrgangsstufen 9/10
Leitidee Funktionaler Zusammenhang
Einbezogene allgemeine Kompetenzen mathematische Darstellungen verwenden,

mathematisch argumentieren,

mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen

Angesprochene mathematische Inhalte Normalparabel, Addition und Subtraktion von Funktions-
graphen, Verschiebung, Scheitelpunkt, Fallunterscheidung
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Zu 9. Alles ganz normal?

Mogliche Losung
y
6_-
5_-
4--
3.._
| 2+
| 1 1
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-2+

Abbildung aus Herget, Jahnke, Kroll 2001, S. 189

a) Bei der graphischen Addition entsteht wieder eine Parabel. Der Scheitelpunkt der neuen
Parabel ist jedoch nach oben und links verschoben.

Funktionsgleichung: y=x"+ % x+1
2
. 1 15
Scheitelpunktsform: y=|x+—| +—
4 16
Scheitelpunkt: P = _lg
416
Allgemeine Betrachtung (normierter Fall):
=X 2
y, =ax+b

ity =x’>+ax+b

— Werden eine quadratische und eine lineare Funktion addiert, entsteht immer eine quadrati-
sche Funktion, weil der quadratische Anteil unverdndert bleibt. Der lineare Anteil ver-
schiebt den Scheitelpunkt. Der Graph, welcher bei der Addition einer Parabel und einer
Geraden entsteht, ist somit immer eine Parabel.
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b) Wird eine Gerade von einer Parabel ,,abgezogen®, entsteht ebenfalls eine (moglicherwei-

se) verschobene Parabel.

Wird beispielsweise Ex+1 von x’ abgezogen, verschiebt sich der Scheitelpunkt nach

rechts und nach unten.

Funktionsgleichung: y=x——x-1

2
Scheitelpunktsform: y= [ x— lj 7

4 16
Scheitelpunkt: Py = l,_1_7
416
allgemein: Y=Y, =x*—ax—b

Wird zu einer Parabel eine andere Parabel addiert oder subtrahiert, konnen verschiedene
Fille auftreten.

1. Fall: Addition zweier Parabeln:
yi=x>+ax+b, y,=x"+cx+d  y +y,=2x"+(a+c)x+(b+d)
Der Graph der Summe ist eine gestreckte und verschobene Parabel.

2. Fall: Addition einer Parabel mit entgegengesetztem quadratischen Anteil:
e =x’+ax+b, Y, =—x*+cx+d i+, =(a+c)x+(b+d)
Es entsteht eine Gerade.

3. Fall: Addition einer Parabel mit entgegengesetztem linearen Anteil:
y=x*+ax+b, y,=x"—ax+d y, +y,=2x>+(b+d)
Die Summe ist eine gestreckte Parabel mit Scheitelpunkt auf der y-Achse.

4. Fall: Addition einer Parabel mit entgegengesetztem konstanten Anteil:
yy=x*+ax+b, y,=x’+cx—b  y +y,=2x"+(a+c)x

Der Graph der Summe ist eine gestreckte und verschobene Parabel, die durch den
Nullpunkt geht.

5. Fall: Addition einer Parabel mit entgegengesetztem quadratischen und linearen Anteil:
N =x’+ax+b, Y, =—x’—ax+d Vi+y, = (b+d)
Es ergibt sich eine waagerechte Gerade.

6. Fall: Addition einer Parabel mit entgegengesetztem quadratischen und konstanten
Anteil:

N =x’+ax+b, Y, =—x’+cx—b v, +y, = (a+c)x
Das Ergebnis ist eine Gerade durch den Nullpunkt.

7. Fall: Addition der ,,komplett entgegengesetzten‘ Funktion:
y=x>+ax+b, y,=—x*—ax—b y +y,=0

Ausloschung. Der Graph der Summe ist die x-Achse.
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Zu 9. Alles ganz normal?

Forderung allgemeiner Kompetenzen

K4 Mathematische Darstellungen verwenden

Im ersten Abschnitt der Aufgabe wird mit den Schiilern die graphische Addition zweier Funk-
tionsgraphen erarbeitet. Dazu erhalten sie eine ihnen bekannte Darstellung: eine Parabel und
eine Gerade im Koordinatensystem. Zusétzlich ist in die Graphik exemplarisch und skizzen-
haft die graphische Addition an einer Stelle eingetragen. Dieses neue Element ist von den
Schiilern zu lesen, zu verstehen und zu interpretieren, damit sie anschliefend die graphische
Addition an weiteren Stellen selbst ausfithren konnen. Schlielich soll die gesamte ,,Sum-
menkurve* entstehen. Wie viele graphische Additionen dazu notwendig sind, entscheiden die
Schiiler. Das Verfahren der graphischen Addition ist den Schiilern in der Regel noch nicht
bekannt". Sie verwenden vertraute Darstellungsmittel in einem neuen Zusammenhang (An-
forderungsbereich II).

Fiir den dritten Abschnitt der Aufgabe wurde in der Beispiellosung die formale Darstellungs-
form gewihlt, um dem Anspruch auf Allgemeingiiltigkeit gerecht zu werden. Es ist jedoch
denkbar, dass die Schiiler hier exemplarisch-anschaulich, anhand von graphischen Beispielen
argumentieren. Graphische Darstellungen kénnen aber auch zusitzlich zur Veranschaulichung
formaler Argumentationen, gewéhlter Beispiele und Sonderfille eingesetzt werden. Des Wei-
teren werden Ubersetzungen zwischen graphischen und formalen Darstellungen in beide
Richtungen notwendig.

K1 Mathematisch argumentieren

Von den Schiilern wird gefordert, ausgehend von der exemplarischen Addition einer Parabel
und einer Geraden, eine allgemeine Vermutung aufzustellen und diese verbal oder formal zu
begriinden. Die verbale Argumentation kann anschaulich hervorheben, dass der quadratische
Term die Entstehung einer Parabel bewirkt, wihrend der zusétzliche lineare Anteil die Form
nicht wesentlich beeinflusst. Die formale Argumentation kann sehr knapp erfolgen. Wichtig
ist dabei die allgemeine Darstellung quadratischer und linearer Funktionen zu verwenden, um
tatsidchlich der Bedingung ,,immer* gerecht zu werden.

Es liegt eine iiberschaubare mehrschrittige Argumentation in verschiedenen mathematischen
Darstellungsformen vor, was dem Anforderungsbereich II entspricht.

K5 Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen

Die wesentliche Anforderung in dieser Kompetenzgruppe ist das Arbeiten mit formalen bzw.
symbolischen funktionalen Darstellungen in allgemeiner und konkreter Form. Verbal (in ma-
thematischer Fachsprache) und graphisch gegebene Darstellungen von Funktionen sind zu-
nichst in formal-symbolische Darstellungen zu iibersetzen. Dazu sind geeignete Variablen
auszuwihlen und entsprechende Terme aufzustellen. Funktionen sind zu addieren und zu sub-
trahieren, was auf formaler Ebene mit Termumformungen bis zu einer geeigneten Darstellung

' Moglicherweise haben die Schiiler bereits im Physikunterricht in Zusammenhang mit der Erarbeitung des
Resonanzbegriffs (P2 9/10) graphisch-anschaulich Sinusfunktionen addiert.
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verbunden ist. Formale Darstellungen sind zielgerichtet ineinander zu iiberfiihren, hiufig un-
ter Anwendung der quadratischen Ergidnzung.

Eine mechanische Anwendung von Routineoperationen ist hier nicht ausreichend. Die Schii-
ler miissen zielgerichtet geeignete formale Darstellungen und Operationen auswihlen und
umsetzen. Die Darstellungen unterstiitzen wesentlich die Argumentation und ersetzen aus-
fiihrliche verbale Darlegungen. Sie sollten deshalb so gestaltet sein, dass die wichtige Aussa-
ge sofort erkennbar ist. Dieser Anspruch an die formalen Elemente innerhalb dieser Aufgabe
fithrt zu einer Uberschneidung mit Aktivititen der Bereiche des Kommunizierens, Problemlo-
sens, Darstellens und Argumentierens. Je nachdem wie vertraut die Schiiler mit diesen Anfor-
derungen sind, liegt Anforderungsbereich II oder III vor.

Gedanken zur Unterrichtsgestaltung

- Bei der Bearbeitung dieser Aufgabe werden in besonderem Malle verschiedene mathema-
tische Darstellungsebenen einbezogen. Die fachsprachlich-verbale Ebene, die graphische
Ebene und die formal-symbolische Ebene ergidnzen und unterstiitzen sich, ebenso exem-
plarische (konkrete Beispiele) und allgemeine Darstellungen. Fiir die Schiiler sollte deut-
lich werden, wie die verschiedenen Darstellungsebenen als Grundlage und Veranschauli-
chung von Argumentationen und Problemlosungen dienen konnen.

- Die systematische Fallunterscheidung zur Untersuchung moglicher Fille ist eine wichtige
mathematische und heuristische Methode, sowohl fiir Argumentationen als auch fiir Prob-
lemlésungen. Sie sollte auch in der Sekundarstufe I demonstriert und selbstindig ausge-
fiihrt werden. In diesem Sinne kann die Aufgabe veranlassen, dass die Schiiler sich iiben,
Sonderfille zu unterscheiden und zu analysieren. Ausgehend von einer intuitiven Heran-
gehensweise kann innerhalb der Reflexion gemeinsam eine systematische und iibersichtli-
che Fallunterscheidung (Ordnung und Analyse der Sondertfille) entwickelt werden. Dabei
muss nicht zwangsldufig die vorgestellte allgemeine Darstellung dominieren. Eine Analy-
se und Dokumentation der Sonderfille auf exemplarischer Ebene kann in den Jahrgang-
stufen 9/10 ebenfalls akzeptiert werden. Wichtig ist, die Methode der systematischen Fall-
unterscheidung an sich kennen zu lernen bzw. anzuwenden.
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10. Ein Quadrat um ein Quadrat

Gegeben ist ein Quadrat ABCD mit der Seitenldnge a. Verldngere AB iiber B hinaus um sich
selbst und nenne den Endpunkt C”. Verlingere BC iiber C hinaus um sich selbst und nenne
den Endpunkt D’. Fahre so fort, indem du CD um sich selbst verldngerst bis A" und DAum
sich selbst bis B”. Zeichne das Viereck A’'B'CD".

a) Begriinde, warum das Viereck A ‘B°C D’ ebenfalls ein Quadrat ist.

b) Bestimme den Fldcheninhalt von A “'BC’D".

¢) Nun ist das Quadrat A’B°C’D” gegeben und das zugehorige Ausgangsquadrat ABCD soll

rekonstruiert werden. Beschreibe eine Moglichkeit.

Quelle Modifikation der Aufgabe ,,Quadrate vorwirts und riickwirts*
von W. Herget, T. Jahnke, W. Kroll (2001): Produktive Auf-
gaben fiir den Mathematikunterricht in der Sekundarstufe 1.
Berlin: Cornelsen, S. 66

Jahrgangsstufen 9/10 (P2 9/10)
Leitidee Raum und Form, Zahl
Einbezogene allgemeine Kompetenzen mathematische Darstellungen verwenden,

Probleme mathematisch 16sen,
mathematisch argumentieren,

mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen

Angesprochene mathematische Inhalte Quadrat, rechtwinkliges Dreieck, Kongruenz, Winkel im Drei-
eck, Satz des Pythagoras
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Zu 10. Ein Quadrat um ein Quadrat

Moglicher Losungsweg D’
D C
A
90° | 90°
a
a Al B C
B

a) Nachweis der Behauptung ,,A ‘B °C’D" ist ebenfalls ein Quadrat*:

Zu zeigen 1.) Alle Seiten sind gleich lang: A’B'=B'C'=C'D'=D'A"=d’.
2.) Alle Winkel sind rechte Winkel:
<DAB'=<A B C"=4BCD"=3xC'DA"=90°.
zu 1.) Die ausgefiihrte Konstruktion ist symmetrisch. An allen vier Ecken wurde das Quadrat
ABCD auf gleiche Art und Weise erweitert. Die vier bei der Konstruktion entstandenen Drei-
ecke sind somit  kongruent  (Kongruenzsatz  sws).  Folglich  gilt  auch
A’'B’=B’C’=C’'D"=D’A"=a’. Die vier Dreiecke sind rechtwinklig, da jeweils ein Innen-
winkel ein Nebenwinkel zu einem der rechten Winkel des gegebenen Quadrates ist. Deshalb
kann zur Bestimmung der Seitenlinge a” der Satz des Pythagoras verwendet werden:

(a’)2 =(2a)2 +a’>=54" = a=+5a.

zu 2.) Aus der Kongruenz der Dreiecke folgt weiter <D AC = XDB’A". Mit dem Satz iiber
die Winkelsumme im Dreieck folgt nun

<BA'D+ <DBA"=<BA'D+<D"A°C =180°-90° = 90°.

Dies gilt aufgrund der Symmetrie analog fiir die anderen vier Ecken. Somit sind alle vier
Winkel im Viereck A’B°C’D” rechte Winkel. Da nach 1.) auch alle Seiten gleich lang sind,
liegt ein Quadrat vor.

b) Berechnung'® der Fliiche von A’B'C'D": A=a"*=5a"
¢) Rekonstruktion von ABCD ausgehend von A 'B°C D" fira” = 6 cm:"”
L(’)sungshinweis18 aus Herget, Jahnke, Kroll 2001 (S. 164):

Eine Anderung von a bewirkt nur eine maBstibliche VergroBerung oder Verkleinerung. Man
braucht daher nur den Winkel DB C” zu messen und ihn zu iibertragen. Man kann aber auch
das Verhiltnis der Seitenldngen von ABCD und A ‘B °C "D “benutzen.

16 Auch wenn die Liange der Seite a” noch nicht bestimmt wurde, kann der Flidcheninhalt von A B °C’D ” bestimmt
werden (Herget, Jahnke, Kroll 2001): Die Flache jedes der hinzugefiigten Dreiecke ist a? - somit betrdgt der
gesuchte Fldcheninhalt 5a2.

7 Auf die Zeichnung wird hier verzichtet, da das Endprodukt der obigen Figur (andere MaBe) entspricht.

'8 Die Autoren beschreiben fiir diesen Teil der Aufgabe weitere Losungswege, z. B. mittels Ahnlichkeit.
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Zu 10. Ein Quadrat um ein Quadrat

Forderung allgemeiner Kompetenzen

K4 Mathematische Darstellungen verwenden

Fiir die erste Figur ist zunéchst ein Quadrat zu konstruieren. Die vier Seiten sind anschlieBend
jeweils um den Betrag einer Seitenlinge zu verldngern. Die Figur A’BC D’ entsteht dabei
nicht (nur) durch den Schiilern bekannte Konstruktionen, sondern eine schriftlich gegebene
Anleitung zur Konstruktion ist zu verstehen und umzusetzen. Dieser Wechsel zwischen ver-
baler und graphischer Darstellungsform wird dem Anforderungsbereich II zugeordnet.

Bei der Rekonstruktion von ABCD wird eine eigene Darstellung entwickelt (Anforderungsbe-
reich III), was auch heuristische Fihigkeiten erforderlich macht (z. B. vergleichende Analyse
von Anfangs- und Zielfigur).

Die Kompetenz des Darstellens spiegelt sich in Korrektheit und Genauigkeit der Darstellung
wider, wobei natiirlich auch der Umgang mit Zeichengeridten von Bedeutung ist.

K1 Mathematisch argumentieren

Argumentative Kompetenzen werden gefordert bei der Begriindung, warum A ‘B°C’D” eben-
falls ein Quadrat ist. Von den Schiilern ist dafiir zunédchst zu erkennen, dass die Argumentati-
on sich auf die beiden wesentlichen Eigenschaften eines Quadrates beziehen muss. Es ist zu
begriinden, dass alle Seiten gleich lang sind und dass alle entstandenen Winkel rechte Winkel
sind. Die Stringenz der Argumentation wurde bewusst nicht durch die Aufforderung ,,zeige*
festgelegt, um den Schiilern auf ihrem Niveau den Zugang zur Aufgabe zu erlauben. Die Be-
grilndung kann somit zunéchst anschaulich erfolgen. Wichtig ist jedoch, dass die Argumente
geordnet und verstdndlich dargelegt werden. Die Ausfiihrungen sollten mathematisch richtig
sein und aufeinander aufbauen.

Innerhalb einer Reflexion, moglicherweise auch innerhalb einer Gruppenarbeit, kénnen die
Argumente der Schiiler prizisiert und zu einem Beweis in der iiblichen Form geordnet wer-
den. Da mit den in Klasse 9 vorhandenen mathematischen Mitteln ein exakter mathematischer
Nachweis moglich ist, sollte er auch als Ziel dieser Aufgabenstellung angestrebt werden.

Beziiglich der Argumentation liegen Anforderungen im Bereich II vor.

K2 Probleme mathematisch losen

Die Aufgabe ist in all ihren Teilaufgaben methodisch offen. Von der auszufiihrenden Argu-
mentation iiber die Bestimmung des Flidcheninhaltes bis zur Rekonstruktion werden durch die
Angaben der Aufgabenstellung keine Losungsmethoden benannt oder nahegelegt. Die Schiiler
haben fiir die einzelnen Teilaufgaben eigene Losungsstrategien zu entwickeln, indem sie Ver-
bindungen zwischen Lerninhalten unterschiedlicher Klassenstufen und Stoffgebiete herstellen
(z. B. Kongruenzsitze, Satz des Pythagoras, Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck etc.).
AuBerdem sind verschiedene heuristische Aktivitdten auszufiihren: analysieren der geometri-
schen Strukturen und Eigenschaften einer vorliegenden (komplexen) Figur, vergleichen von
Teilen der Figur und suchen von Zusammenhingen, ordnen der erkannten Beziehungen zu
einer Argumentationskette.
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Diese Anforderungen beziiglich des mathematischen Problemldsens werden dem Anforde-
rungsbereich II zugeschrieben. Die Verwendung des Satzes von Pythagoras zur Bestimmung
der Seitenldnge a” ist allerdings naheliegend, wenn die Aufgabe in zeitlicher Nihe mit der
Behandlung dieses Satzes im Unterricht gestellt wird.

KS Mit symbolischen, formalen, technischen Elementen der Mathematik umgehen

Fiir den Nachweis, dass A’B°C D~ ein Quadrat ist und fiir die Bestimmung der Flidche dieses
Quadrates ist ein Arbeiten mit Variablen, Termen und Gleichungen hilfreich, bei einem Vor-
gehen dhnlich der Musterlosung sogar notwendig. Dabei kommen den Schiilern vertraute
Termumformungen und Berechnungen zum Tragen. Da die mathematischen Werkzeuge je-
doch verstiandig und eigenstindig ausgewihlt und eingesetzt werden, liegen Anforderungen
aus dem Bereich II vor.

Der Anteil formaler Aktivititen an der Losung der Aufgabe kann stark differieren, je nach-
dem ob eine formale oder eine verbal-begriffliche Argumentation gefiihrt wird.

Gedanken zur Unterrichtsgestaltung

- Die Schiiler werden mit einer ungewohnten Konstruktion konfrontiert, die sie nach verba-
len Anweisungen auszufiihren haben. Sie sollten es gewohnt sein, fachsprachliche Texte
zu lesen und selbstindig umzusetzen, was die Kenntnis der fachsprachlichen Begriffe und
die Deutung der sprachlichen Strukturen einbezieht.

- Die in der Aufgabenstellung geforderte Argumentation kann moglicherweise den Schii-
lern ein Erfolgserlebnis im eigenstindigen Begriinden verschaffen. Vielleicht gelingt eini-
gen Schiilern sogar ein exakter Beweis. Die mathematischen Mittel dazu sind in Klasse 9
gegeben. Anderenfalls konnen die Argumente der Schiiler zusammen gepriift und zu ei-
nem vollstindigen Beweis geordnet werden. Den Schiilern kann so das Gefiihl gegeben
werden, wichtige Argumente selbst gefunden zu haben, die durch den Lehrer (nur noch) in
die ,,richtige Form* gebracht werden.

- Die Schiiler konnen in Partnerarbeit {iberpriifen, ob ihre Wege der Rekonstruktion mog-
lich sind und ob die Beschreibung geeignet ausgefiihrt wurde (Schiiler 1 fiihrt die Rekon-
struktion von Schiiler 2 aus und umgekehrt). So konnen sie wichtige Kriterien einer ge-
eigneten Beschreibung selbst herausfinden und diskutieren.
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11. Mairchenhaft leicht — die Goldkugel

,,Bs war einmal ein Konig, der hatte vier Tochter.
Eine war schoner als die andere, aber die jiingste
war die allerschonste ...*

So beginnt das Mérchen vom Froschkonig.

Und die Jiingste war nicht nur die Schonste, sondern
offensichtlich auch die Stérkste, denn ,,sie spielte mit
ihrer goldenen Kugel, warf sie in die Luft und fing

sie mit beiden Hianden wieder auf*.

a) Wie schwer darf die Kugel sein, damit die
Prinzessin sie noch fangen kann?
Wie grof3 darf die Kugel dann sein?

b) War die Kugel vielleicht hohl?
Wie dick darf dann die Wand sein?

. . . http://www.fln.vcu.edu/grimm/frosch_quiz.html
¢) Schwimmt dann die Kugel oder geht sie unter?

Quelle W. Herget, T. Jahnke, W. Kroll (2001): Produktive Aufgaben fiir
den Mathematikunterricht in der Sekundarstufe I. Berlin: Cornel-
sen, S. 31

Jahrgangsstufen 9/10 (P7 9/10, P4 9/10)

Leitidee Messen, Raum und Form, Zahl

Einbezogene allgemeine Kompetenzen mathematisch modellieren,

mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Ma-
thematik umgehen,

kommunizieren

Angesprochene mathematische Inhalte Kugelvolumen, Hohlkugel, Kubikwurzel
Angesprochene physikalische Inhalte Masse, Dichte (P2 7/8), Auftrieb, hydrostatischer Druck (P1 9/10)
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Zu 11. Mirchenhaft leicht — die Goldkugel

Moglicher Losungsweg
Dichte von Gold (Au): 19,28 g/cm3

a)

b)

c)

Gefangen werden konnen sicherlich noch Kugeln von 2 kg und mehr. Um mit einem Ball
spielen zu konnen, also ihn locker zu fangen und zu werfen, sollte dieser jedoch nicht
mehr als 1 kg wiegen.

p:ﬂ, m:pv, ‘/:ﬂ
14 y
. 3
_ 10008 -cm” _ o1 67
19,28¢

Eine Goldkugel mit der Masse 1 kg hat ein Volumen von ca. 51,9 cm3.
Der Radius einer solchen Kugel wird aus der Formel fiir das Kugelvolumen bestimmt.

3
. 3
r:3EJE§ZZL:231an
4

Eine Goldkugel mit der Masse 1 kg hitte damit nur einen Radius von ca. 2,3 cm, wire al-
so recht klein (und schwer) und zum Spielen (Werfen und Fangen mit beiden Hénden)
weniger geeignet.

Besser wire ein Radius von (mindestens) 5 cm. Eine solche Goldkugel wire jedoch mit
ca. 10,1 kg zum Spielen zu schwer.

Eine Hohlkugel mit dem AuBenradius r und der Schalendicke d hat das Volumen

Vg = %ﬂ:(r3 —(r—d )3 ) Daraus ergibt sich nach einigen Umformungen fiir die Schalen-

dicke der Zusammenhang d =r—3| 7 =V 4_37t .

Mit dem gesetztem Goldvolumen von 51,9 cm? (Gewicht 1 kg) und einem Auf3enradius
von 5 cm ergibt sich eine Schalendicke von 1,7 mm. Die Wand der goldenen Hohlkugel
miisste somit sehr diinn sein.

Die Hohlkugel befindet sich im Wasser. Ihre Gewichtskraft wirkt nach unten und gleich-
zeitig wirkt aufgrund des hydrostatischen Druckes eine Kraft nach oben, die der Ge-
wichtskraft des verdriangten Wassers entspricht (Auftrieb). Fiir die Frage, ob die Hohlku-
gel untergeht, ist die Resultierende beider Krifte malgeblich.

Die goldene Hohlkugel mit dem Radius 5 cm verdringt 523,6 cm® Wasser. Dem ent-
spricht (py, =1g/ cm®) ein Gewicht von 523,6 g. Da die goldene Hohlkugel mit 1000 g
jedoch fast doppelt so viel wiegt, geht sie tatsdchlich unter.
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Zu 11. Mirchenhaft leicht — die Goldkugel
Forderung allgemeiner Kompetenzen
K3 Mathematisch modellieren

Die Aufgabe kann zu wichtigen Aktivititen einer mathematischen Modellierung anregen. Um
in das mathematische Modell ,,Kugelvolumen* iiberzugehen und mit diesem arbeiten zu kon-
nen, muss zunichst geschitzt werden, wie schwer ein Ball sein darf, mit dem noch gespielt
werden kann. Dazu konnten z. B. auch Bille ausgewogen werden. AuBlerdem ist die notwen-
dige Dichte von Gold nicht in der Aufgabenstellung gegeben, sondern von den Schiilern aus
dem Tafelwerk zu entnehmen.

Das mathematische Modell selbst (Kugelvolumen und Volumen einer Hohlkugel) wird in der
Aufgabenstellung benannt. Die Formel fiir das Volumen einer Hohlkugel ist jedoch u. U.
selbstdndig aufzustellen, was fiir die meisten Schiiler anspruchsvoll sein sollte.

Zur Modellierung gehort auch, die formal erhaltenen Ergebnisse im Zusammenhang zu be-
werten. Dabei kann z. B. argumentiert werden, dass eine Goldkugel von 2 cm Radius und
1 kg Gewicht weniger zum Spielen geeignet ist, was die Suche nach neuen Moglichkeiten
einleitet.

Die letzte Teilaufgabe ist nicht mehr allein mit mathematischen Kenntnissen 16sbar. Bei die-
ser fachiibergreifenden Problemstellung muss physikalisches Wissen zum Auftrieb einge-
bracht werden. Hier werden die Schiiler damit konfrontiert, dass in realen wie auch in mar-
chenhaften Problemstellungen oft das Wissen mehrerer Fachgebiete zu verkniipfen ist. 19

Aufgrund der Vielzahl selbstindig auszufiihrender anspruchsvoller Aktivititen des mathema-
tischen Modellierens, der Verwendung wenig vertrauter Modelle und der Vernetzung von
Inhalten mehrerer Fachgebiete werden die Anforderungen dem Bereich III zugeordnet. Die
Zuordnung zu einem Anforderungsbereich ist bei dieser Modellierungsaufgabe jedoch in be-
sonderem Maf3e von inhaltlichen und methodischen Vorkenntnissen der Schiiler abhingig.

KS Mit symbolischen, formalen, technischen Elementen der Mathematik umgehen

Die Formel fiir das Kugelvolumen ist von den Schiilern nach dem Radius aufzulosen, wobei
die Anwendung der Kubikwurzel notwendig wird. Dies gehort u. U. (noch) nicht zu den Rou-
tineoperationen der Schiiler. Nach den Aussagen von Herget, Jahnke und Kroll (2001, S. 141)
kann bei der Losung dieser Aufgabe jedoch sogar die Kubikwurzel selbsténdig entdeckt wer-
den. Voraussetzung fiir eine solche Transferleistung ist jedoch der sichere Umgang mit Po-
tenzen und Quadratwurzel.

Der Anspruch der algebraischen Operationen wird weiter erhoht bei der Entwicklung eines
Ausdrucks fiir das Volumen einer Hohlkugel und bei dessen Umformung nach der Dicke der
Kugelschale.

Weiterhin sind die Schiiler gefordert, mit verschiedenen Einheiten zu rechnen und sie gegebe-
nenfalls ineinander umzurechnen (z. B. kg in g). Schwierig diirfte dabei der Umgang mit der

' Das Thema ,,Auftrieb“ steht im neuen Berliner Rahmenlehrplan Physik. Der interessante letzte Aufgabenteil
sollte jedoch auch bearbeitet werden konnen, wenn die Auftriebskraft noch nicht im Physikunterricht themati-
siert wurde. Erscheint es fiir die spezielle Schiilergruppe zu schwierig, sich selbstindig mit dem Thema zu befas-
sen, kann ein entsprechender Einschub im Unterricht erfolgen. Das Einbeziehen realer Problemstellungen in den
Mathematikunterricht bringt des 6fteren das Problem mit sich, dass Wissen aus anderen Fachgebieten einbezo-
gen werden muss, das teilweise (noch) nicht zur Verfiigung steht. Dies kann als Anlass genutzt werden, fach-
iibergreifend zu arbeiten. Moglich wire hier auch ein kleines mathematisch-physikalisches Projekt.
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Einheit der Dichte sein, da die Schiiler hierzu evtl. (noch) wenige Erfahrungen aus dem Phy-
sikunterricht mitbringen.

Sind die Formeln umgestellt, werden Berechnungen notwendig, die zum einen Dezimalzahlen
und zum anderen Potenzen bzw. Wurzeln bis zur dritten Potenz enthalten. Hier wird der si-
chere Umgang mit dem Taschenrechner wichtig, aber auch das sinnvolle Runden.

Aufgrund ihrer Komplexitit und der geringen Gewohnheit werden die Anforderungen beziig-
lich dieser Kompetenzgruppe dem Anforderungsbereich II zugeordnet.

K6 Kommunizieren

Eine Aufgabe, die Aktivititen eines Modellierungsprozesses enthilt, stellt immer besondere
Anforderungen an die Darstellung des Losungsweges. Hier ist die Darlegung einer Rechnung
nicht ausreichend. So werden bei dieser Aufgabe bereits innerhalb einer schriftlichen Bearbei-
tung folgende Aktivititen der Kompetenzgruppe des Kommunizierens notwendig:

- Kommentieren bzw. Plausibel-Machen der getroffenen Abschitzung des Gewichtes,

- fehlende Dichte von Gold aus Tabellen entnehmen,

- Kommentieren des Losungsweges, so dass das Vorgehen verstindlich und nachvollzieh-
bar wird,

- Erldutern und verbales Interpretieren formaler Ergebnisse (Was bedeutet beispielsweise
ein formal erhaltener Radius von 2,3 cm?).

Spannender wird die Kommunikation zu dieser Aufgabe, wenn sie in Kleingruppen bearbeitet
und gemeinsam iiber verschiedene Losungswege und Herangehensweisen diskutiert wird.
Dabei wird naturgemif3 nicht nur die eigene Losung prisentiert, sondern es wird auch auf die
AuBerungen anderer eingegangen. Diese werden moglicherweise sogar bewertet, was kom-
munikative Kompetenzen bis zum Anforderungsbereich III einbezieht.

Gedanken zur Unterrichtsgestaltung

Wenn auch hier nicht von einer realen oder realitdtsnahen Problemstellung gesprochen wer-
den kann, so gibt es doch vielféiltige Gemeinsamkeiten von diesem mirchenhaften mit einem
realem Problem:

- Die Daten sind unvollstindig; notwendige Informationen miissen selbst recherchiert und
sogar durch Schitzungen/geeignete Messungen selbst herausgefunden werden.

- Mathematisches Wissen allein reicht nicht aus. Physikalische Formeln und die Kenntnis
physikalischer Phinomene, also Kenntnisse zu anderen Wissensgebieten, werden erfor-
derlich.

- Mit Routineprozeduren allein kann das Problem auf mathematischer Ebene nicht gelost
werden. Vorhandenes Wissen muss iibertragen, verallgemeinert werden.

- Formale Ergebnisse allein sind nicht aussagekréftig. Sie miissen im Kontext gesehen wer-
den werden.

Gehoren diese Aktivititen zum Mathematikunterricht in seiner alltiglichen Form und sind sie
nicht nur Highlights in ausgedehnten Projekten, werden sie den Schiilern vertraut und sie
konnen entsprechende Kompetenzen entwickeln und z. B. bei dieser Aufgabe demonstrieren.
In diesem Fall kann die Aufgabe fiir eine Riickmeldung erreichter Kompetenzen an die Schii-
ler genutzt werden.

Andernfalls bietet die Aufgabe auch Gelegenheit, Schiiler mit Aktivititen mathematischer
Modellierungsprozesse vertraut zu machen, mit ihnen iiber die Aktivititen zu reflektieren und
sie an moglicherweise ,,neue* Anforderungen heranzufiihren.
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