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Vorwort

.Dies eine dirfte keinem Zweifel mehr begegnen, dass wir unter allen
Umstdnden die Forderung der gleichmdBigen Férderung aufgeben miissen,
und dass wir an ihre Stelle die Forderung der héchstméglichen Férderung
jeder einzelnen Begabung zu setzen haben.”

(Johannes Kihnel: Neubau des Rechenunterrichts 1916)

In der Unterrichtspraxis zeigt es sich taglich auf's Neue: Die Voraussetzun-
gen, die die Kinder zum Lernen mitbringen, sind sehr unterschiedlich.
Wahrend einige Kinder spielerisch mit Zahlen und Zahlbeziehungen jonglieren,
Zusammenhdnge blitzschnell erfassen und miihelos auf neue Sachverhalte
Ubertragen konnen, scheint anderen die Welt der Zahlen ein Buch mit
sieben Siegeln zu sein, zu der sie nur mit viel Anstrengung und Ausdauer
Zugang finden. Mit dieser Vielfalt umzugehen und dabei alle Kinder best-
moglich zu férdern ist eine Herausforderung, die mit traditionellen Unter-
richtsformen kaum zu bewaltigen ist. Zusammen mit der Diskussion um die
Bedeutung und Forderung der allgemeinen mathematischen Kompetenzen
ergeben sich zwei zwingende Notwendigkeiten, Uber grundlegende Veran-
derungen im Mathematikunterricht nachzudenken.

Die organisatorische Offnung des Unterrichts ist ein wichtiger Schritt in
diese Richtung, der aber mit einem anderen Verstdndnis von Aufgaben
einhergehen muss. ,,Gerade im Fach Mathematik besteht die groBe Gefahr,
dass die Gleichschrittigkeit des Unterrichts zwar duBerlich zugunsten
individualisierter, selbstgesteuerter Lernformen aufgebrochen wird, dass
aber die Strukturen des kleinschrittigen Lernens innerhalb offener Orga-
nisationsformen (Freiarbeit, Wochenplan, Projekte) ungestort fortwirken:
Die Lernwerkstatt mit kleinschrittigem Arbeitsmaterial ist keine Fiktion!”
(Wittmann 1996)

Die Entwicklung einer neuen Aufgabenkultur ist eines der Ziele des bundes-
weiten Modellvorhabens SINUS-Transfer Grundschule, in dem sich eine
groBe Zahl Berliner Grundschulen seit finf Jahren engagiert. Im Rahmen
dieser Arbeit entstand das vorliegende Heft. Es beschreibt in elf Lernum-
gebungen Ansatze flr einen verdnderten Mathematikunterricht, der sein
Augenmerk besonders auf einen produktiven Umgang mit unterschiedlichen
Lernvoraussetzungen legt. Die Aufgabenstellungen sind so formuliert, dass
sie von allen Kindern bearbeitet werden kénnen und jedes Kind die Még-
lichkeit erhélt zu zeigen, was es kann. Nach den Erfahrungen der Kollegin-
nen im SINUS-Pogramm sind es dabei nicht nur die leistungsstarken Kinder,
die starke Leistungen zeigen.

Wir freuen uns, wenn Sie diese Lernumgebungen in Ihrem Unterricht ein-
setzten, Bewdhrtes damit erganzen und sich durch diese Beispiele zu eige-
nen ldeen anregen lassen.

Fir lhre Arbeit mit diesen Materialien wiinschen wir Ihnen viel Erfolg!

T 1K

Tom Stryck
Leiter der Abteilung VI
Senatsverwaltung fiir Bildung, Wissenschaft und Forschung
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Einleitung

Wie kam es zu dieser Aufgabensammlung?

Sie halten eine Sammlung von Aufgaben in den Handen, die im Rahmen
des Modellvorhabens SINUS-Transfer Grundschule in Berlin entstanden ist.
Die gemeinsame Suche nach neuen Wegen fir den Mathematikunterricht
in der Grundschule fihrte uns, obwohl die Ausgangslagen und Frage-
stellungen an den einzelnen Schulen sehr unterschiedlich waren, immer
wieder auf zwei zentrale Aspekte zurlck: Die Frage nach dem sinnvollen
Umgang mit den scheinbar immer gréBer werdenden Begabungsunterschie-
den zwischen den Schiilern sowie die Frage nach einem aktiv-entdeckenden
Unterricht, der die allgemeinen mathematischen Kompetenzen fordert.

Schnell wurde uns klar, dass ein Unterricht, der unsere Vorstellungen vom
Umgang mit Heterogenitat sowie die Kompetenzorientierung besonders
berlcksichtigt, eine andere Form von Aufgaben und einen anderen Umgang
mit Aufgaben erfordert. Auf der Suche nach Anregungen stieBen wir
besonders in den Lehrerhandbiichern zum Zahlenbuch von G.Mauller und
E. Wittmann, in den Verdffentlichungen von R.Rasch sowie den beiden
Banden des Schweizer Mathe-Projektes um E.Hengartner und U. Hirt auf
eine Vielzahl interessanter Aufgabenbeispiele.” Die Aufgaben luden zum
Ausprobieren ein und regten zum Entwickeln eigener Aufgaben an. Gleich-
zeitig fanden wir in den Veroffentlichungen auch den Fachterminus fur
diese Form von Aufgaben. Sie werden als Lernumgebungen bezeichnet.

Warum braucht der Mathematikunterricht andere
Unterrichtsformen?

Die Bandbreite des Kompetenzspektrums, das die Kinder innerhalb einer
Schulklasse mitbringen, umfasst haufig mehrere Schuljahre. Eine Differen-
zierung mit individuellen Angeboten entsprechend dem jeweiligen Lernstand
des einzelnen Kindes ist sehr aufwandig, organisatorisch umstandlich und
stellte uns auch inhaltlich nicht mehr zufrieden. Um sinnvoll iber Mathe-
matik zu reden, Lésungswege zu vergleichen und zu optimieren, Ideen
anderer aufzunehmen und weiter zu entwickeln, bendtigt der Unterricht
Inhalte und Aufgaben, mit denen sich alle Schiler beschaftigt haben. Ideal
dafiir waren Aufgaben, die eine Vielfalt von Aktivitaten auf unterschied-
lichen Niveaus herausfordern und eine Differenzierung vom Kinde aus er-
maoglichen.

Bei der Differenzierung vom Kinde aus, auch natlrliche Differenzierung
genannt, hat das Kind selbst in der Hand, wie anspruchsvoll es die Aufgabe
bearbeitet. Fiir die Kinder auf dem unteren Leistungsniveau findet sich ein
einfacher Zugang, fiir besonders begabte Kinder gibt es Mdglichkeiten einer
weiterflihrenden intensiven Bearbeitung. Die Differenzierung ergibt sich
héufig erst durch die Intensitat der Bearbeitung der Aufgabe und wird nicht
durch eine Vorauswahl von Teilaufgaben vorgegeben. Diese Herangehens-
weise schafft die Grundlagen fiir gemeinsame reflektierende Gesprache, bei
denen alle Schiler von den unterschiedlichen Herangehensweisen profitieren
kénnen und von einander lernen.

T Wittmann, Erich Chr./Miiller, Gerhard N.:
Das Zahlenbuch 1 bis 4. Lehrerband;
Klett 1994

Rasch, Renate: Offene Aufgaben fiir
individuelles Lernen im Mathematik-
unterricht der Grundschule 1/2 und 3/4.
Aufgabenbeispiele und Schiilerbear-
beitungen; Lernbuch Verlag/Kallmeyer
2007

Hengartner, Elmar/Hirt, Ueli/Walti, Beat:
Lernumgebungen fir Rechenschwache
bis Hochbegabte. Natirliche Differen-

zierung im Mathematikunterricht; Klett
2006

Hirt, Ueli/WAélti, Beat: Lernumgebungen
im Mathematikunterricht. Naturliche
Differenzierung fir Rechenschwache bis
Hochbegabte; Klett/Kallmeyer 2008



Hiermit kamen wir auch schon zur zweiten Herausforderung an unseren
Mathematikunterricht. Es wurde deutlich, dass der Schwerpunkt unseres
Unterrichts noch viel zu sehr auf der Reproduktion von Rechenwegen lag.
Die Kompetenz des schematischen Abarbeitens von Rechenverfahren kann
nicht langer der mehr oder weniger einzige Lernerfolg des Mathematik-
unterrichts bleiben. Und betrachtet man den Rahmenlehrplan Mathematik
und seine allgemeinen Kompetenzen sowie die Bildungsstandards der KMK
genauer, so wird auch dort deutlich, dass es im Mathematikunterricht um
viel mehr gehen muss: Erfolgreiches Mathematiklernen beinhaltet, dass die
Schiler mathematische Probleme l6sen, ihre Losungswege reflektieren und
ihre Rechenwege darstellen und dem Lehrer und auch den anderen Schulern
erklaren.

Besonders fruchtbare Momente eines solchen aktiv-entdeckenden Unter-
richts ergeben sich beispielsweise beim Entdecken und Erkennen von Mus-
tern und Strukturen. Dazu gehoren auch das Auffinden von RegelmaBigkei-
ten und das Ordnen und Sortieren von Zahlen, Formen und Aufgaben.
Stérungen von Mustern regen zum Nachdenken an und fordern zum Argu-
mentieren heraus.

Ein Mathematikunterricht, der die Aktivitdten der Schilerinnen und Schiiler
in den Mittelpunkt riickt und der konstruktivistischen Aneignung mathe-
matischen Wissens den Vorzug gegenlber der reinen Reproduktion von
Verfahren gibt, fordert bei den Schilern ein tieferes Verstandnis fir mathe-
matische Zusammenhénge. Mathematik ist eben kein vorgefertigtes Regel-
werk, das nur vermittelt und nachvollzogen werden muss, sondern eine
lebendige Wissenschaft, die sich dem Lernenden erst durch das aktive Tun
wirklich erschlieBt. Eine Aneignung allein durch Gewodhnung ist unméglich.

Was sind die wesentlichen Bestandteile des Unterrichtens
mit Lernumgebungen?

Unter Lernumgebungen versteht man Aufgabenstellungen, die sowohl die
Heterogenitat der Schuler/innen berlcksichtigen und einen Zugang fir alle
Kinder bieten als auch das aktiv-entdeckende Lernen begiinstigen. Solche
Aufgaben sind auf unterschiedlichen Verstandnis- bzw. Abstraktionsebenen
[6sbar und fordern das Entwickeln personlicher Denkwege und Darstellungs-
formen heraus. ,In Lernumgebungen kénnen langsam und schnell Lernen-
de innerhalb des gleichen fachlichen Rahmens integriert gefoérdert werden.
Dank der Offenheit und der Reichhaltigkeit der Aufgaben und Arbeits-
anweisungen regen sie zum eigentdtigen Mathematik-Treiben an und l6sen
Fachgespréche aus.” (Hirt/Walti 2008, S.12)

Im Gegensatz zu traditionellen Aufgaben ist eine Lernumgebung so ange-
legt, dass sie eine langere und vertiefende Beschaftigung vorsieht, keine
Rechenwege vorgibt und viel Spielrdume fir die Gestaltung des Lésungs-
weges lasst. Damit kommt der Présentation der Aufgabe am Anfang der
Arbeit mit einer Lernumgebung eine besondere Bedeutung zu. Wichtig ist
hierbei, dass wirklich alle Kinder unabhangig von ihrem Leistungsvermogen
mit der Fragestellung vertraut werden und diese verstehen kénnen. Dies
erfordert eine niedrige Eingangsschwelle, die zum eigenen Ausprobieren
anregt und herausfordert. Beim Besprechen der Aufgabenstellung sind die
Andeutung von Lésungswegen (strategische bzw. inhaltliche Hilfen) oder
Erwartungen an eine bestimmte Darstellungsform méglichst zu vermeiden,
denn eine explizite oder auch indirekte Vorgabe von Wegen schrankt das
Suchen nach kreativen und eigenen Losungsmaglichkeiten ein.



Der Lehrerin kommt bei der Arbeit mit Lernumgebungen vor allem die
Rolle der Beraterin und Organisatorin zu. Hierzu ist ein tiefes Verstandnis
des zentralen mathematischen Inhalts der Lernumgebung eine wichtige
Voraussetzung. Natlrlich wird es immer wieder passieren, dass Kinder in
gedankliche Sachgassen geraten. Dann brauchen sie eine Lehrerin, die sie
berat und unterstiitzt, mogliche Perspektiven aufzeigt ohne jedoch wichtige
Entdeckungen vorweg zu nehmen. Zu einem spéteren Zeitpunkt ist sie
daflir verantwortlich, den Austausch untereinander zu organisieren und das
auswertende Unterrichtsgesprach zu steuern.

Das Gesprach (iber die bei der Arbeit gemachten Erfahrungen, die unter-
schiedlichen Herangehensweisen, die gefundenen Lésungswege und ge-
machten Beobachtungen ist ein fundamentaler Bestandteil der Arbeit mit
Lernumgebungen. Der Austausch (iber geschickte Rechenwege und Ent-
deckungen, die Anerkennung der unterschiedlichen Vorgehensweisen oder
auch das Wahrnehmen von interessanten Darstellungen findet hier seinen
Platz. Da alle Kinder an den gleichen fachlichen Inhalten gearbeitet haben,
kénnen sie von den Beobachtungen und Vorgehensweisen der anderen
profitieren und werden zum Weiterdenkenden angeregt. Leistungsstarkere
Schiiler kénnen sich argumentativ auseinandersetzen und ihr fachliches
Wissen vernetzen. Die Leistungsschere wird hierbei sicher starker sichtbar
werden als im herkdmmlichen Unterricht, dies erzeugt aber einen Lern-
zuwachs bei allen Kindern. Sich von der Vielféltigkeit und oft auch der
gedanklichen Tiefe der Schulerprodukte liberraschen zu lassen, ist auch fir
die Lehrerin spannend. Dies gilt sowohl fur Losungswege als auch fir die
hédufig sehr originellen Formen der Darstellung.

Letztlich wirken Lernumgebungen flr das Unterrichtsklima ausgleichend und
motivierend, weil alle an der gleichen Aufgabe arbeiten und kein Kind durch
Sonderaufgaben ausgegrenzt wird. Das gemeinsame Mathematiktreiben
unterstiitzt das Von- und Miteinander lernen sowie die Akzeptanz von
unterschiedlichen Sicht- und Herangehensweisen. Die Auswahl der Aufgaben
ist Dreh- und Angelpunkt einer Neuorientierung des Mathematikunterrichts.
Ein anderer methodisch-didaktischer Umgang mit Aufgaben in Form von
Lernumgebungen ist eine wichtige Ergdnzung des Fachunterrichts, die wich-
tige Inhalte aufnimmt und das Erreichen relevanter Ziele unterstltzt. Auch
wenn Lernumgebungen immer Elemente des produktiven Ubens beinhalten
und das Automatisieren grundlegender Fertigkeiten mit dem Fordern eines
tieferen Verstandnisses mathematischer Zusammenhénge verbinden, bedarf
der Unterricht dariiber hinaus auch noch spezifischer Phasen des Ubens
grundlegender Fertigkeiten.

Wie ist die Sammlung von Lernumgebungen aufgebaut?

Nach der Einleitung finden Sie zunachst eine tabellarische Ubersicht iiber
die einzelnen Aufgaben. In der ersten Spalte der Tabelle stehen die Namen
und die Nummern der Aufgaben. Es schlieBt sich eine Zuordnung zur vor-
gesehenen Klassenstufe an, die aber durchlassig ist und sehr von den
jeweiligen Vorkenntnissen der Schilerinnen und Schiiler abhangt. In der
dritten und vierten Spalte finden sich Themenfeld und zugehérige An-
forderung des Rahmenlehrplans, die der jeweiligen Aufgabe zugrunde
liegen. In der letzten Spalte erfolgt die Zuordnung zu der bei der Aufgabe
Uberwiegenden allgemeinen mathematischen Kompetenz gemaB den
Bildungsstandards der KMK. Bei den meisten Lernumgebungen werden
jedoch auch die anderen allgemeinen mathematischen Kompetenzen gefor-
dert. Die Tabelle erleichtert das Finden einer passenden Lernumgebung.



Nach der tabellarischen Ubersicht folgt eine Auswahl von Leitbegriffen, die
uns in Fachvortragen, Aufsatzen oder Bichern begegneten und fur unsere
weitere Arbeit bedeutend wurden. Mit dieser Sammlung mdéchten wir zum
Nachdenken anregen und Impulse fiir die Unterrichtsentwicklung geben,
ein Anspruch auf Vollstdndigkeit besteht dabei nicht.

Nun folgen die einzelnen Lernumgebungen. Nicht alle vorgestellten Beispiele
sind neu, manche basieren auf Vorlagen aus der Literatur und wurden von
den Autorinnen fir ihre Unterrichtszwecke angepasst. Wir haben in den
Literaturangaben an entsprechender Stelle auf die Urheber hingewiesen. Die
Darstellung der Lernumgebungen umfasst jeweils drei bis sechs Seiten und
beginnt mit der Prasentation der einfihrenden Aufgabe. AnschlieBend fin-
det sich in der Randspalte eine Einordnung in das jeweilige Themenfeld des
Berliner Rahmenlehrplans sowie die Zuordnung zu der vorherrschenden
allgemeinen mathematischen Kompetenz. Diese orientiert sich an der
Schwerpunktsetzung der Aufgabe.

Unter der Uberschrift ,Worum geht es?” folgt eine kurze fachliche Ein-
bettung der Aufgabe mit den zugrunde liegenden mathematischen Uber-
legungen. Methodische Hilfen zur Einfiihrung in die Lernumgebung, zur
Unterrichtsgestaltung und zur Auswertung und Prasentation der Schiiler-
arbeiten werden im Teil ,Wie kann man vorgehen?” dargestellt.

Alle dargestellten Lernumgebungen sind von den Autorinnen und von
anderen Lehrkraften mehrfach erprobt worden. Aus diesen Erprobungen
stammen die vorgestellten Schiilerbeispiele. Sie sollen auf die mogliche
Bandbreite der Losungsanséatze aufmerksam machen und wesentliche Merk-
male von einfachen bis komplexen Schilerlésungen verdeutlichen. Die
Reflexion Uber die gemachten Unterrichtserfahrungen mdchte Anregungen
fur die weitere Unterrichtsarbeit geben und auch auf mogliche Stolpersteine
aufmerksam machen. Der Hinweis auf Méglichkeiten fir vertiefende und
weiterfuhrende Fragestellungen zum Thema runden die Darstellung ab.

In der weiBen FuBzeile unten auf der Seite finden sich praktische Hinweise
zur vorgesehenen Klassenstufe, dem etwaigen Zeitbedarf sowie den bend-
tigten Materialien oder den im Anhang befindlichen Kopiervorlagen. Spezi-
fische Literatur zur jeweiligen Lernumgebung ist zur besseren Ubersicht
ebenfalls in der FuBzeile direkt unter der Lernumgebung selbst auf-
geflhrt.

Im Anschluss an die Aufgaben folgen einige Kopiervorlagen. Teilweise sind
sie so gestaltet, dass sie von den Schulern direkt ins Heft geklebt werden
konnen. Zur Arbeitserleichterung und zur Einsparung von Kopierkosten
erscheint eine Aufgabe dann mehrfach auf der Seite.

Den Schluss der Publikation bildet die Literaturliste. Sie enthalt neben der
verwendeten Literatur auch Anregungen und Empfehlungen zum Weiter-
lesen.



Aufgabe

1 Jeans und T-Shirts

2 Quadrate spannen

3 Schiebespiel

4 Pentominos

5 Das Haus vom

Nikolaus

6 Butterkekse

7 Weihnachtspackchen

8 Opa Piepenbrink

9 Zahlenfeld

10 Pizza-Aufgabe

11 Das Pascal’sche
Dreieck

Klasse

1-3

3-4
JUL

3-4

3-6

Themenfeld

Daten und Zufall

Form und Veranderung

Form und Veranderung

Form und Veranderung

Form und Veranderung

GroBen und Messen

Zahlen und Operationen

Zahlen und Operationen

Zahlen und Operationen

Zahlen und Operationen

Zahlen und Operationen

Anforderung des
Rahmenlehrplans

einfache kombinatorische
Aufgaben l6sen

Erkennen und Beschreiben

von GesetzmaBigkeiten in geo-

metrischen Mustern

rdumliche oder ebene Ver-
anderungsprozesse ausfihren
und beschreiben

arithmetrische Vorstellungen mit

Hilfe geometrischer Mittel ver-
anschaulichen und begriinden

Handlungen nach mindlichen,

schriftlichen und zeichnerischen

Vorgaben ausflihren

zu einer Sachsituation mathe-
matische Fragen entwickeln

die Vorgehensweise bei der
Addition und Subtraktion
verstehen

Sachprobleme in die Sprache
der Mathematik Gbertragen
und dabei Gleichungen bzw.
Ungleichungen bilden und
sachbezogen l6sen

mehrere Rechenoperationen
miteinander verknupfen

Sachprobleme in die Sprache
der Mathematik Gbertragen
und dabei Gleichungen bzw.
Ungleichungen bilden und
sachbezogen l6sen

Muster und Strukturen in
Zahlenfolgen erkennen

Kompetenz

Probleml6sen

Argumentieren

Problemldsen

Argumentieren

Argumentieren

Modellieren

Kommunizieren

Problemldsen

Kommunizieren

Modellieren

Argumentieren



Fundstlicke — Leitbegriffe fiir einen veranderten

Mathematikunterricht

Substanzielle Aufgaben

Gute und substanzielle Aufgaben bilden den Kern eines veranderten
Mathematikunterrichts. , Substanzielle Aufgaben sind Aufgaben, bei denen
sich die Investition von Zeit fir die Kinder spirbar lohnt, da sie — nattrlich
auf unterschiedlichen Leistungsniveaus und mit unterschiedlich ausgeprag-
ten Interessensgraden — an der ErschlieBung eines Kontext ,innermathe-
matischer” oder ,,auBermathematischer” Art arbeiten.”’ Diese Aufgaben
sind auch mathematisch substanziell, man kann an ihnen zentrale Inhalte,
Strukturen und Muster in der Mathematik bearbeiten.

Die Schulgruppe der Galilei-Grundschule hat in der Beschaftigung mit dem
SINUS-Modul 7 (Christoph Selter) in einem spannenden Prozess mehrere
Monate daran gearbeitet, immer mehr zu verstehen, was substanzielle
Aufgaben sind. Das erforderte auch das Ablegen alter Gewohnheiten,
etwa das kleinschrittige Einfiihren in Aufgabenstellungen. Aus dem Auf-
bereiten von Aufgaben fiir das vermutete Niveau der Schilerinnen und
Schiiler wurde ein zunehmendes Gespur fir qualitativ hochwertige Auf-
gabenstellungen, die ein breites Differenzierungspotential enthalten und
an Interessen der Kinder ankniipfen. Manchmal mussten eigentlich inter-
essante Sachaufgaben aus Mathematikblichern zunachst entschlackt oder
geoffnet werden, indem beispielsweise direkte Fragen entfernt oder
Zahlenraume fir die Bearbeitung frei gestellt wurden. Kinder brauchen
problemreiche, spannende Anregungen zum Lernen, sie mlssen aktiv
Mathematik betreiben konnen. Oft sind Aufgaben Ubrigens erst dann
substantiell, wenn sie auch den Lehrkraften Herausforderungen bieten.

Lernumgebung

' Selter, Christoph:
Modul G7 - Interessen aufgreifen und
weiter entwickeln; IPN 2007

Wittmann, Erich Chr./Wollring, Bernd/
Hengartner, ElImar: diverse Vortrage und
Publikationen

Eine Lernumgebung stellt die Erweiterung einer guten oder substantiellen
Aufgabe dar. Es ist eine groBe flexible Aufgabe, die auch aus einem Ver-
bund kleiner Aufgaben bestehen kann, die einen gemeinsamen Leitgedan-
ken haben oder einer gemeinsamen Fragestellung folgen. Lernumgebungen
bieten ein hohes MaB an Differenzierung: Die Ldsungen kdnnen einfach
und anspruchsvoll sein. Besonders elegante Lernumgebungen bieten viel
Differenzierung, sind anregend, mathematisch gehaltvoll und brauchen,
die Lehrkraft wird dankbar sein, wenig Aufwand in der Vorbereitung.



Natiirliche Differenzierung

Eine elegante Aufgabenstellung mit natirlichen Differenzierungspotential
ermoglicht es Kindern mit unterschiedlichen Leistungsniveaus, daran
intensiv zu arbeiten. Wenn alle ein Stiick Holz mit Schnitzmessern bearbei-
ten, formen manche vielleicht einen Schwan, bei anderen sind nur erste
Bearbeitungsspuren im Holz zu sehen; jeder macht es so gut er kann. Alle
arbeiten gemeinsam an einer Aufgabenstellung und kénnen sich gemein-
sam darlber austauschen.

Wer Hilfe benétigt, holt sie sich selbst, die Differenzierung geht vom Kind
aus, nicht vom Lehrer, der die Aufgaben vorsortiert. Die inhaltliche Qua-
litdt und Tiefe der Auseinandersetzung entsteht quasi ,natlrlich”. Es
kommt nicht darauf an, wie viele Packchen mit Einzelaufgaben bearbeitet
wurden.

Denkanalyse

Wittmann, Erich Chr.: Naturliche
Differenzierung;

In: Wittmann, Erich Chr./Mdiller,
Gerhard N.: Das Zahlenbuch 1 Lehrer-
band; Klett 2006 S. 15 ff

2 Gaidoschik, Michael:

Forderung rechenschwacher Kinder:

Wege und Irrwege;
http://www.rechenschwaeche.at
02.05.2009

...ohne ,,Bunte Hunde”

.Ich muss also das mathematische Denken der Kinder ernst nehmen, auch
und gerade dort, wo Kinder zu falschen Lésungen kommen; ich muss an-
erkennen, dass sie das aufgrund von Uberlegungen tun, die ihnen selbst
richtig erscheinen; ich muss sie dazu bringen, Gber diese Uberlegungen
Auskunft zu geben, nicht nur verbal (was mitunter schwierig ist), sondern
vor allem auch durch Vorzeigen ihrer Losungswege; und ich muss daraus
aufgrund meines Fachwissens und meiner Erfahrung die richtigen SchlGsse
ziehen."?

Michael Gaidoschik beschreibt hier anschaulich die von ihm als Denkana-
lyse bezeichnete Grundhaltung gegeniiber rechnenden Kindern. Traditio-
nell erwartet man vielleicht, dass Schiiler den erklarenden Ausfiihrungen
der Lehrer folgen, aber es sind ja immer die Kinder, die Strukturen und
Erklarungsmuster ausbilden missen, um etwas zu verstehen. Die Uber-
legungen der Kinder geben Auskunft Gber ihre Vorerfahrungen und Denk-
modelle. Nur wenn wir sie verstehen, konnen wir sie dabei unterstltzen,
ihr Wissen und Verstandnis zu vertiefen.

»Bunte Hunde" sind mittlerweile zu einem Synonym fir sog. ,spielerische”
Ubungsformen geworden, die als Ersatz fir die ,,grauen Rechenpackchen”
fungieren und den Kindern das unvermeidliche und anscheinend un-
attraktive Uben versiBen sollten. Als ein zentraler Vorteil ihres Einsatzes
wurde nicht selten angefihrt, dass es so gelange, die Kinder zum Uben zu
motivieren und sie — wenn auch auf Umwegen - fir Mathematik zu
interessieren.

Aus meiner Sicht war der erstmalig im Jahr 1990 erschienene Aufsatz
.Wider die Flut der ,bunten Hunde' und der ,grauen Packchen’ von Erich
Wittmann die Initialzindung dafir, dass Konzeptionen eines zeitgemaBen
Mathematikunterrichts, deren Umsetzungen in Schulblichern und wieder-
um deren Umsetzungen in der Unterrichtspraxis heutzutage auf ,bunte
Hunde” weitgehend verzichten kénnen.”3

3 Selter, Christoph:
Modul G7 - Interessen aufgreifen und
weiter entwickeln; IPN 2007



Eigenproduktionen

Eigenproduktionen sind von den Schiilern schriftlich festgehaltene
Losungen von Aufgaben, bei denen die Schiiler die Méglichkeit hatten,
einen eigenen Losungsweg zu finden und Uber die Art und Weise der
schriftlichen Darstellung selbst zu entscheiden. Eigenproduktionen kdnnen
selbstverstandlich auch in Partner- oder Gruppenarbeit entstehen.

Um Spielraume fir individuelle Wege zu eréffnen, bendtigt der Unterricht
offene Aufgabenstellungen, die ein breites Spektrum an Losungswegen
zulassen.

Christoph Selter unterscheidet vier Typen von Eigenproduktionen, die sich

durch die von den Schiilern erwartete Tatigkeit unterscheiden:

— Erfindungen: Die Schiler werden angeregt, selbst Aufgaben zu
erfinden.

— Rechenwege: Die Schiiler 16sen Aufgaben mit eigenen Vorgehens-
weisen.

— Forscheraufgaben: Die Schiiler beschreiben begriinden Auffalligkeiten
oder Muster.

— Rickschau oder Ausblick: Die Schiiler auBern sich tber ihren
Lernprozess.

Eigenproduktionen geben dem Lehrer detaillierte Einblicke in die Denk-
wege seiner Schiiler. Sie kdnnen zur Reflexion lber den Unterricht und zur
weiteren Planung verwendet werden oder auch neue Formen der Leis-
tungsbeurteilung unterstutzen.

Von den Schilern erstellte Eigenproduktionen kénnen fir die weitere
Unterrichtsarbeit eingesetzt werden.

Anerkennungskultur

Sundermann, Beate/Selter, Christoph:

Mit Eigenproduktionen individualisieren.
In: Christiani, Reinhold (Hrsg.):
Jahrgangsubergreifend unterrichten.
Cornelsen-Scriptor 2005

Hirt, Ueli/Walti, Beat:
Lernumgebungen im Mathematik-
unterricht; Klett/Kallmeyer 2008
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Die Arbeit von Schilern, die Notationen ihrer Rechenprozesse, ihre
Lésungswege und Lésungsvorschlage, ihre Uberlegungen und Denkwege
gehoren in den Mittelpunkt des Unterrichts. Lehrende sollten sich dafir
interessieren und Schiiler immer wieder ermuntern, ihre Arbeit zu prasen-
tieren und darlber mit anderen zu sprechen. Die Aufmerksamkeit richtet
sich dann fast von selbst auf das, was die Schiiler schon kénnen - eine
Anerkennungskultur ist ein gutes Fundament fir die Weiterarbeit.



Instruktionsverbot

Es kann sehr hemmend fir das Verstehen von mathematischen Zusam-
menhangen sein, wenn sie belehrend vermittelt werden. Videomitschnitte
von gelungenem Mathematikunterricht zeigen deshalb haufig Lehrer, die
so wenig wie moglich sprechen. Man sieht hingegen ihr Bemiihen, den
Ausfiihrungen und Erklarungen der Kinder interessiert zu folgen. Sie halten
es auch aus, wenn Kinder zunachst in ,falsche” Richtungen denken.

Wenn der Lehrer instruiert, reduziert er die Mdglichkeit der Schiler, Muster
und Strukturen selbst zu entdecken. Manchmal kann dies durchaus sinn-
voll sein, beispielsweise wenn es um das rasche und wirksame Vermitteln
von schriftlichen Rechenverfahren geht. Konstruktivistische Lerntheorien
fordern jedoch vor allem einen Ansatz, der mit Instruktionen sehr sparsam

Wollring, Bernd:
Zur Konzeption von Lernumgebungen -
Leitideen und Beispiele;

umgeht. Lernen ist ein aktives Konstruieren von Sinn, den ein lernendes
Individuum vollzieht. Der Schuler instruiert und erklart selbst, was und wie

Vortrag 9. Fortbildungsveranstaltung SI- viel er verstanden hat. Im Erklaren scharft sich seine Einsicht in die Zusam-

NUS-Transfer Grundschule; 11.09.2008 menhange.

Spielraum - Dokument

Raum zum Gestalten: ,Spiel-Raum”

Um in den Lernumgebungen die erforderlichen Optionen zum eigenen
Gestalten, zum Verbessern, zum Nachdenken, zum Entdecken zu 6ffnen,
sollte es Bereiche geben, in denen die Gegenstande in ihren jeweiligen
materiellen Reprasentationen auch tatsachlich flexibel zu gestalten sind.
Diesen Raum zum Gestalten innerhalb der Lernumgebung kénnte man wie
Bernd Wollring den ,Spiel-Raum” nennen.

Raum zum Behalten: ,,Dokument”

Der Spiel-Raum ist zu unterscheiden von dem Raum zum Behalten und
durch diesen zu erganzen. Der Raum zum Behalten umfasst alle Formen
der Dokumentation, die fir spateres Weiterarbeiten oder Erinnern erhalten
bleiben sollen. Viele uns bekannte Arbeitssituationen leiden in ihrem Arti-
kulationsangebot unter einem Mangel im Bereich des Spielraums und
einem Uberangebot im Bereich des Dokumentierens.

Typische Beispiele aus dem Mathematikunterricht sind Rechnungen, bei
denen als Artikulation nur die niedergeschriebene Endfassung zugelassen
ist. Zu erganzen waren solche Umgebungen durch einen Spielraum fir
Nebenrechnungen, unterstiitzende Bilder oder Mind Maps."*

4 Wollring, Bernd:
Zur Kennzeichnung von Lernum-
gebungen fur den Mathematik-
unterircht in der Grundschule;
http://www.mathematik.uni-kassel.de
02.05.2009
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1 Jeans und T-Shirts

Monika tragt am liebsten T-Shirts und Jeans. Drei ihrer T-Shirts zieht sie

besonders gern an. Sie sind rot, griin und gelb. Dazu hat sie 3 Jeans.

Diese sind weil3, schwarz und blau. Monika mochte mit einer Hose und

einem T-Shirt trotzdem jeden Tag anders aussehen.

a Finde verschiedene Kombinationen, die Monika mit ihren Lieblings-
stiicken zusammenstellen kann.

b Wie viele Mdglichkeiten gibt es? Findest du alle?

¢ Beschreibe deinen Losungsweg.

Differenzierung

d Monika hat auch noch zwei Paar Striimpfe. Ein Paar ist gestreift,
das andere ist gepunktet.
Wie viele Moglichkeiten hat sie jetzt?

Worum geht es?

Es handelt sich um eine problemhaltige Aufgabe aus dem Bereich der
Kombinatorik. Auch auBerhalb der Schule werden Kinder schon friihzeitig
mit Phanomenen konfrontiert, die mit kombinatorischen Uberlegungen zu-
sammen héangen, z.B. die Wahl von 2 oder 3 Eiskugeln aus verschiedenen
Eissorten, die Kombination der Puppen- oder Teddysachen, die Wahl der
eigenen Anziehsachen, ...)

Der Sachverhalt der vorliegenden Aufgabe spricht die Schiiler inhaltlich an
und ist auch fir jungere Schiler leicht zu erfassen. Es missen nicht von
allen Schilern gleich alle Lésungen gefunden werden, sie eignet sich daher
auch gut fur den Einsatz in jahrgangsgemischten Gruppen. Durch die aktive
Auseinandersetzung mit der Problemstellung werden Vermutungen ange-
stellt, Losungsstrategien entwickelt und genutzt. Es werden Zusammenhan-
ge erkannt, die spater auf ahnliche Aufgaben Ubertragen werden koénnen.
Um sich diese Losungsstrategien dauerhaft zu Eigen zu machen ist es wich-
tig, dass die Schulerinnen und Schiiler ihre Losungswege reflektieren und
anschlieBend ihren Mitschiilern vorstellen. Sie diskutieren ihre unterschied-
lichen Darstellungsformen, vergleichen und bewerten sie nach ihrer Effek-
tivitat. AuBerdem missen sie Losungen anderer auf ihre Korrektheit Gber-
prifen, Begriindungen suchen und formulieren. Zeichnungen oder die
schriftliche Niederlegung ihres Losungsweges helfen den Schilerinnen und
Schiilern ihr Vorgehen zu rekonstruieren und zu erkldren. So frih wie még-
lich schreiben die Schulerinnen und Schdiler ihre Lésungswege auf.

Eine der einfachsten und natiirlichsten Losungsstrategien in der Grundschule
ist das konkrete Ausprobieren mit tatsachlich vorhandenen Materialien. Zum
Beispiel kdnnten hier mit ausgeschnittenen Kleidungsstiicken und einer
Papierfigur konkret handelnd verschiedene Bekleidungsvarianten ausprobiert
werden. Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel zur Losung von problemhaltigen
Aufgaben ist das Anfertigen einer Zeichnung. Verschiedene Kombinations-

Stufe Zeitbedarf
1. bis 3. Klasse, mindestens 1 Unterrichts-
geeignet auch fiur jahrgangs- stunde

gemischte Lerngruppen
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L

Themenfeld
Daten und Zufall

Anforderung
einfache kombinatorische Aufgaben
I6sen

Allgemeine mathematische
Kompetenz

Problemldsen: Losungsstrategien
entwickeln und nutzen

Material

- Aufgabentext
- Knobelheft
- Kopiervorlage

JYDLISIUNYIIRLWAYIR|A USLIDIIUSLI0ZUS)3dWOY USPUISIZUBIBHIP UBUIS Iy UsBUNGaBWNUIaT || — UI9PIOJSNeIaY USMIBIS 3||I2NPIAIPU| / 9|NYdSPUNID Jaysuel]-SNIS / Bunyssio] pun jeydsusssipy ‘Bunpjig 1ny Bunyjemiansyeuss



Senatsverwaltung fiir Bildung, Wissenschaft und Forschung / SINUS-Transfer Grundschule / Individuelle Starken herausfordern — 11 Lernumgebungen fiir einen differenzierenden kompetenzorientierten Mathematikunterricht

moglichkeiten der Kleidung werden aufgezeichnet. Dieses Vorgehen wird
hédufig noch sehr ungeordnet sein, kann aber nach und nach planvoller und
systematischer erfolgen. Das Anfertigen einer Zeichnung ist fir die Kinder
kein selbstverstandlicher Weg zur Losung und bedarf der gezielten Férderung
und Ubung.

Mathematisch handelt es sich um eine einfache kombinatorische Aufgabe
aus dem Bereich Variation und Kombination. Es soll aus jeder Teilmenge
(Jeans, T-Shirt und Strimpfe) immer genau ein Element mit jeweils einem
anderen aus den anderen Teilmengen kombiniert werden.

Im ersten Teil der Aufgabe gibt es drei verschiedenfarbige T-Shirts, die mit
jeweils einer Jeans zusammengestellt werden kénnen. Es gibt genau drei
Maglichkeiten, T-Shirt 1 mit den drei Jeans zu kombinieren. Das gleiche gilt
fur das zweite und dritte T-Shirt, also gibt es flr die Aufgabe a) 3:3=9
Maglichkeiten, die Sachen zu kombinieren. Kommen jetzt noch bei Aufgabe
b) zwei Sorten Strimpfe hinzu und gilt weiterhin, dass aus jeder Menge
mindestens ein Teil angezogen werden muss (sie darf also nicht ohne
Socken oder ohne T-Shirt gehen), dann ergeben sich fiir die 9 (3-3) bisher
gefundenen Mdoglichkeiten noch einmal 2 verschiedene, also 9-2 oder
3-3-2 =18 Moglichkeiten.

T-Shirt 1 Jeans 1 Strimpfe 1
T-Shirt 2 + Jeans 2 + Strimpfe 2
T-Shirt 3 Jeans 3

Bei dieser Form der Kombinationsaufgabe (je ein Element aus jeder Teil-
menge wird kombiniert mit genau jeweils einem Element aus allen anderen
Teilmengen) missen die Anzahlen der Elemente der Teilmengen miteinander
multipliziert werden.

Wie kénnte man vorgehen?

Um sicherzustellen, dass die Aufgabe von allen Kindern verstanden wird,
wird sie gemeinsam gelesen und es werden Fragen zum Text geklart. Im
anschlieBenden Gesprach auBern sich die Schiiler spontan und entwickeln
erste Losungsideen, die an dieser Stelle zunachst méglichst wenig kommen-
tiert werden.

AnschlieBend arbeiten die Schiiler allein. Sie suchen Lésungen und zeichnen
eventuell Bilder dazu. Schiler der 1. bzw. 2. Jahrgangsstufe kénnen ihrem
Nachbarn oder der ganzen Klasse miindlich ihre Ldsung beschreiben. Schi-
ler der 3. Jahrgangsstufe beschreiben ihren Losungsweg zunachst schriftlich.
(Reflexion des eigenen Weges).

Wichtig ist es, dass sich die Schilerinnen und Schiiler nach dem Lésen der
Aufgabe ihrer angewendeten Strategien bewusst werden (siehe oben). Im
anschlieBenden gemeinsamen Gesprach werden die einzelnen Strategien
daher verbalisiert und diskutiert. Es wird Gber Mathematik gesprochen.
Impulse dazu kénnen sein: ,Wie bist du vorgegangen?” ,Was hat dir ge-
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holfen, die Losung zu finden?” ,Was hat nicht funktioniert?” ,Findest du
einen Losungsweg von einem anderen Mitschiler interessanter, schneller,
weniger umstandlich?” Fir viele Schiiler, besonders in den unteren Klassen-
stufen, ist es hilfreich mit konkreten Gegenstanden zu arbeiten, um im
handelnden Umgang zu Lésungsmadglichkeiten zu kommen, die dann an-
schlieBend zeichnerisch festgehalten werden kénnen. Es sollten also ent-
sprechende , Anziehsachen” aus farbigem Papier oder Moosgummi zur Ver-
fligung stehen. Das gleiche ist auch bei der Aufgabe mit den farbigen
Tirmen moglich, hier bieten sich die so genannten ,Steckkuben” an, die
bestimmt noch an vielen Schulen vorhanden sind. Wird dabei darauf ge-
achtet, dass jedes Kind von jeder Farbe nur einen Steckwiirfel hat, ist die
Notwendigkeit einer Zeichnung erklart. So kdnnen Wiederholungen leichter
verhindert werden, wenn der Turm fiir die nachste Losung neu kombiniert
wird. Auch bei allen anderen Aufgaben ist es moglich, entsprechende
Materialien aus der Spielzeugkiste (Spielzeugsattelschlepper, Puppenkleider
etc.) zusammenzustellen. Gelingt dies nicht, sind entsprechende Abbildun-
gen aus Moosgummi oder farbigem Papier ein guter Ersatz. Meist l6sen
sich die Schiler ganz von selbst nach einiger Zeit vom konkreten Material
und finden ihre Lésungen ,im Kopf“.

Um die individuelle Losung des Problems zu fordern ist es wichtig, dass
sich die Lehrkraft in der Erarbeitungsphase im Hintergrund hélt und még-
lichst keine Kommentare oder Hilfen gibt. AuBerungen der Schiilerinnen
und Schuler (auch richtige Losungen) sollten moglichst gar nicht kommen-
tiert oder womaoglich als richtig bestatigt werden, weil sonst die fruchtbare
Diskussion der Schuler untereinander, ,, das Mathematiktreiben” wie Biichter
und Leuders (2005) es nennen, womdglich im Keim erstickt wird. Der Leh-
rer kdnnte diese Zeit nutzen, um sich einen Uberblick Gber Lésungs- und
Arbeitsverhalten der einzelnen Schiler zu verschaffen.

Beim Vorstellen der Ergebnisse ist besonders darauf zu achten, dass unter-
schiedliche Losungsstrategien vorgestellt werden. Es beginnen zunachst die
Schiler, die weniger Losungen gefunden haben. Die leistungsstarkeren
Schiler, die alle L6sungsmoglichkeiten gefunden haben, stellen ihre Ergeb-
nisse spater vor.

Erfahrungsbericht

Alle Schalerinnen und Schiler fanden schnell einen Zugang zu der Prob-
lemstellung der Aufgabe. Je nach Alter und Leistungsniveau waren die
Losungsstrategien und Hilfsmittel in ihrer Bandbreite erstaunlich und zeig-
ten eine groBe Heterogenitat sowohl innerhalb einer Jahrgangsstufe als
auch in einer jahrgangsgemischten Gruppe. Da die Vorgehensweise nicht
vorgegeben war, probierten die Schulerinnen und Schiler unterschiedliche
Losungsstrategien aus. Lernanfanger oder leistungsschwachere Kinder
begannen zunachst damit, Jeans und T-Shirts in unterschiedlichen Kombi-
nationen zu zeichnen. Die meisten gingen dabei eher unsystematisch vor.
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Auch bei den Zeichnungen wurden groBe Unterschiede deutlich. Einige
waren sehr originalgetreu, andere zeigten abstraktere Formen der Abbildung.
Nach einiger Zeit hatten alle Kinder verschiedene Losungen gefunden. Beim
Vergleich mit dem Nachbarn oder anderen Schiilern der Tischgruppe stellten
sie fest, dass nicht alle die gleiche Anzahl an Mdglichkeiten hatten. Es ent-
stand eine rege Diskussion, in der die Ursache dafiir gesucht wurde (Dop-
pelungen, fehlende Kombinationen, falsche Farben...). Dabei entwickelte
sich die einhellige Meinung, dass durch eine gewisse Systematik (siehe Bild
2 und 4) eine Doppelung nicht so schnell tibersehen werden kann. Nachdem
gemeinsam geklart war, dass es offensichtlich neun verschiedene Kombina-
tionen gibt, waren die Schiiler an den unterschiedlichen Lésungsstrategien
interessiert. Danach demonstrierten die leistungsstarkeren Schiler noch die
erweiterte Kombinationsmdglichkeit mit den Strimpfen.

Dokumente aus der Erprobung
Anfang des 2. Schuljahres

Bild 1

Viele Schiler arbeiteten &hnlich wie Sebastian.
Sie zeichneten die Mdglichkeiten ungeordnet auf.
Die meisten fanden trotzdem alle 9 Mdglich-
keiten, nur wenige Kinder fanden wie Sebastian
weniger Moglichkeiten.

Bild 2

Finja ging strukturierter vor und kombinierte von
oben nach unten die blaue Jeans mit allen mog-
lichen T-Shirts, dann die weiBe Jeans und zum
Schluss die schwarze. Sie fand alle 9 Mdglichkeiten.
In der anschlieBenden Diskussion begrindet sie ihr
vorgehen damit, dass sie dann besser sieht, was
sie schon hat.
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Bild 3

Severin loste die Aufgabe sofort auf symbolischer
Ebene. Mit minimalem zeichnerischen Aufwand
arbeitete er sehr strukturiert und auffallend Gber-
sichtlich mit einer Art Baumdiagramm.

Beim Ubertragen seines Verfahrens auf die Zusatz-
aufgabe zeichnete er nur noch eine Kombination
und bildete rechnerisch die Analogie zum ersten
Beispiel: ,,Wenn es hier 6 sind, dann sind es auch
beim nachsten 6 und beim néachsten wieder...,
also 6+ 6+ 6 und das sind...18 Mdglichkeiten.”
Seine zeichnerische Darstellung hierzu ist sehr
verklrzt und bietet eine gute Gelegenheit fir ein
gemeinsames Gesprach.

3. Schuljahr

Bei den Beispielen aus der 3. Jahrgangsstufe wird deutlich, dass die Schiler
schon viel strukturierter an die Losung der Aufgabe herangingen. Auch hier
zeigte sich eine groBe Vielfalt an Losungswegen. Es wurden unterschiedliche

heuristische Hilfsmittel angewandst:

Bild 4
Viele Schiler nutzen die Tabelle.
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Bild 5
Viele Schiler nutzen die Tabelle.
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Bild 6
Andere machten Zeichnungen, die schon abstrakter
ausfielen als in der 1. oder 2. Jahrgangsstufe.

Bild 7
Hier sieht man eine sogenannte geordnete
Aufstellung.
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Bild 8

Fir die erweiterte Aufgabe greift der Schiler
dann wieder zur Zeichnung, die ihm mehr Uber-
sicht vermittelt.
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Stolpersteine

— Wenn Schiler noch ungelbt sind, fallt es ihnen zunachst sehr schwer,
ihren Loésungsweg zu reflektieren und in Worte zu fassen oder gar aufzu-
schreiben. Auch kurze AuBerungen und bescheidene Beitrage sind ein
erster Erfolg. Mit Geduld, positiver Riickmeldung, Ubung und Wiederho-
lung lassen sich allmahlich Fortschritte und immer detailliertere Beschrei-
bungen der Losungswege erzielen.

- Manche Kinder haben bei der Differenzierungsaufgabe mehr Maoglichkei-
ten als erwartet gefunden. Das ergab sich aus der von der Lehrerin nicht
bedachten Variante, dass Monika zwei verschiedene Striimpfe anziehen
konnte. Daraus entspann sich eine interessante Diskussion Gber mathema-
tische Moglichkeiten und der Alltagsrealitat, in der die meisten Kinder
gewohnlich zwei gleichfarbige Striimpfe anziehen.

Wie kann es weitergehen?

Es sollten sich Aufgaben mit ahnlicher Fragestellung anschlieBen, um den
Schilern zu ermdglichen, ihren erprobten und reflektierten Losungsweg an
ahnlichen Aufgaben zu Uberprifen. Einige Schiler erkennen schnell, dass
die nachste Aufgabe (siehe unten) eine analoge mathematische Struktur hat
und nur in einen unterschiedlichen Sachverhalt eingekleidet ist.

Aufgabe ,Farbige Tiirme"

Du hast rote, gelbe und griine Legosteine. Versuche, so viele unter-

schiedliche Tirme wie moglich mit drei Etagen zu bauen. Jeder Turm

soll aus den drei Farben bestehen. Jede Farbe muss einmal vor-

kommen.

a Welche verschiedenen Tirme kannst du bauen?

b Beschreibe wie du vorgegangen bist.

c Wie viele Tlrme ergeben sich, wenn du auch blaue Bausteine zur
Verfligung hast und die Tirme vier Etagen haben?

Aufgabe ,,Sattelschlepper”

Du hast einen roten, einen blauen und einen gelben Sattelschlepper.

Sie bestehen jeweils aus der Zugmaschine und einem Anhanger, beide

haben die gleiche Farbe. Stelle nun Sattelschlepper in unterschiedlichen

Farben zusammen.

a Welche und wie viele verschiedene Mdglichkeiten hast du, um die
Zugmaschinen mit jeweils einem der Anhdnger zu kombinieren?

b Welche und wie viele Mdglichkeiten ergeben sich, wenn du noch eine
griine Zugmaschine dazu bekommst?

Literatur
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2 Quadrate spannen

1 Wie viele verschieden groBe Quadrate kénnen auf einem Fiinfer-
Geobrett gespannt werden? Es darf nur gerade gespannt werden
(nicht diagonal).

2 Wie viele Quadrate kann man insgesamt auf dem Flinfer-Geobrett
spannen? Zeichne alle auf.

Worum geht es?

Das Geobrett ist eine quadratische Platte, auf der in regelmaBigen Abstan-
den Stifte angeordnet sind. Mit Gummiringen werden auf der Platte Muster
und Figuren gespannt. Es gibt die Bretter in unterschiedlichen GroBen, je
nachdem ob drei, vier, finf oder mehr Stifte pro Reihe angeordnet sind.

Die Arbeit mit dem Geobrett ermdéglicht einen handlungsorientierten und
experimentellen Geometrieunterricht. Das Spannen der Gummiringe bietet
die Moglichkeit, Losungsideen auszuprobieren, weiter zu entwickeln und
eventuell wieder zu verwerfen. Durch spateres Aufzeichnen der fiir gut
befundenen Losungen auf ein Punktraster, das dem Geobrett entspricht,
werden die enaktive und die ikonische Ebene miteinander verbunden.

Bei Aufgabe 1 geht es zunachst darum zu erkennen, dass es durch die vor-
gegebene Anzahl der Stifte auf dem Geobrett auch nur eine bestimmte Anzahl
von verschieden groBen Quadraten geben kann. Da beim Flinfer-Geobrett 25
Stifte vorhanden sind, um die man spannen kann, sind Quadrate mit folgen-
den GroBen moglich: zwei mal zwei, drei mal drei, vier mal vier und finf mal
finf. Da die Eigenschaften eines Quadrates vier rechte Winkel und vier gleich
lange Seiten sind, kdnnen die entstehenden Quadrate jeweils auch nur Gber
zwei, drei, vier oder finf Stifte gespannt werden. Daraus ergibt sich ein Zu-
sammenhang zur Arithmetik: Die Quadratzahlen werden durch die Anzahl der
Stifte innerhalb der umspannten Flache dargestellt.

Aufgabe 2 vertieft die Beobachtungen aus Aufgabe 1 und geht der Frage
nach, auf wie viele unterschiedliche Arten ein Quadrat einer bestimmten
GroBe auf der gesamten Flache gespannt werden kann. Durch Verschiebung
der deckungsgleichen ebenen Figuren gibt es fiir das Quadrat der Seiten-
ldnge zwei sechzehn Mdglichkeiten, fiir das Quadrat der Seitenlange drei
neun Moglichkeiten, fir das Quadrat der Seitenlange vier vier Méglichkeiten
und flr das Quadrat der Seitenlange flinf selbstverstandlich nur eine Még-
lichkeit. Die mdgliche Anzahl der Quadrate lasst sich auch rechnerisch er-
mitteln: Ein Quadrat der Seitenldnge zwei kann vier mal in einer Reihe
gelegt werden. Es ist moglich, in vier unterschiedlichen Reihen mit dem
Quadrat zu beginnen. Man hat also vier mal vier unterschiedliche Moglich-
keiten, dieses Quadrat auf dem Geobrett zu spannen. Bei den Quadraten
der Seitenlange 3 gibt es je Reihe drei Moglichkeiten und es ist madglich,
in drei unterschiedlichen Reihen zu beginnen. Man hat also drei mal drei
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gleich neun Mdoglichkeiten. Insgesamt lassen sich 30 Quadrate unterschied-
licher GroBe an verschiedenen Stellen auf dem Flinfer-Geobrett spannen.

Wenn man die Quadrate systematisch von links nach rechts bzw. von oben
nach unten verschiebt, erhadlt man eine entsprechend Ubersichtliche Ord-
nung der Anordnungsmdglichkeiten, die als Grundlage fur weitere Beob-
achtungen dienen kdnnte. Selbstverstandlich kann man nicht erwarten, dass
ein so systematisches Vorgehen den Schiilern vertraut ist. Aber das Vorstel-
len der unterschiedlichen Herangehensweisen bietet allen Schilern die Mdg-
lichkeit, von anderen zu lernen.

Neben den Uberlegungen zur méglichen Anordnung der Quadrate werden
auch die grundlegenden Eigenschaften des Quadrates systematisch erarbei-
tet (vier Seiten, vier Ecken, alle Seiten sind gleich lang, die gegenuberlie-
genden Seiten sind parallel zueinander, je zwei benachbarte Seiten bilden
rechte Winkel) und eventuell die entsprechenden Fachbegriffe eingefiihrt.
Die Verwendung der Fachbegriffe hilft den Schiilern, sich miteinander zu
verstandigen und ihre Erfahrungen und Beobachtungen zu beschreiben.
Auch zur Forderung der Kopfgeometrie und des raumlichen Vorstellungs-
vermogens sind die Fachbegriffe eine wichtige Orientierungshilfe.

Das abschlieBende Aufzeichnen dokumentiert die gefundenen Lésungen und
sichert den Erkenntnisprozess. ,Zeichnen ist einerseits eine handwerkliche
Fertigkeit, die wie die meisten Fertigkeiten gelibt werden muss. Dariiber
hinaus ist Zeichnen aber auch ein Mittel zum Erkenntnisgewinn. Zeichnungen
legen Zusammenhange offen, machen Problemlésungen méglich und schulen
flexibles Denken.” (Rudolf Kessler; Grundschule Mathematik 14/2007, S.4)

Wie kann man vorgehen?

Im Stuhlkreis werden den Schiilern verschiedene Vierecke in unterschiedli-
chen GroBen (z.B. Quadrat, Rechteck, Parallelogramm, Raute, Drachenvier-
eck) prasentiert. Die verschiedenen Vierecke werden zunachst geordnet.
Unterschiedliche Vorschldage bieten Anlass, tiber Ordnungskriterien zu reden
und die Merkmale der unterschiedlichen Vierecke zu besprechen. Wie weit
auf die unterschiedlichen Eigenschafen der Vierecke eingegangen wird,
héngt vor allem vom Vorwissen der Schiiler ab. Auf das Benennen folgen-
der grundlegender Eigenschaften sollte nicht verzichtet werden: Jedes Vier-
eck hat vier Seiten und vier Ecken. Beim Rechteck sind die gegeniberlie-
genden Seiten gleich lang und zueinander parallel, die benachbarten Seiten
stehen senkrecht aufeinander und bilden rechte Winkel. Beim Quadrat sind
alle vier Seiten gleich lang und die benachbarten Seiten bilden jeweils
rechte Winkel. Nun werden die Quadrate herausgesucht und die anderen
Vierecke beiseite gelegt. Die Eigenschaften werden noch einmal genannt
und Uberprift (z.B. Messen der Seiten, Parallelitdat durch Falten aufzeigen
bzw. mit dem Geodreieck, rechte Winkel mit dem Faltwinkel bzw. dem
Geodreieck Uberprifen).

Danach wird die Arbeitsweise mit dem Geobrett besprochen und gezeigt,
wie mit den Gummiringen auf dem Brett gearbeitet wird. Es ist wichtig,
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dass man nur einen Gummiring pro Figur nimmt, flr weitere Figuren wahlt
man moglichst Gummiringe in unterschiedlichen Farben. Kinder, die noch
nicht mit dem Geobrett vertraut sind, spannen als Vorlbung eventuell
zunachst unterschiedliche Vierecke und tGben dabei den Umgang mit Gummi-
ringen und Geobrett.

Aufgabe 1 wird in Einzelarbeit geldst. Bei Aufgabe 2 kann mit einem Part-
ner oder in der Gruppe gearbeitet werden. Gemeinsam werden mogliche
Losungsvarianten diskutiert. Das Spannen und Zeichnen kann abwechselnd
durchgefiihrt werden. Nachdem alle gefundenen Maglichkeiten nicht nur
gespannt sondern auch aufgezeichnet sind, konnen die einzelnen Vorlagen
mit den eingezeichneten Quadraten ausgeschnitten werden. Im anschlie-
Benden Kreisgesprach werden die Vorgehensweisen besprochen, die gefun-
denen Mdoglichkeiten vorgestellt und die Ergebnisse verglichen. Die Frage
nach der Unterscheidung identischer Losungen bietet viel Gesprachsanlass.
Es werden erste Vermutungen uber die mdglichen Anzahlen der unter-
schiedlichen Quadrate aufgestellt.

Im Anschluss werden die gefundenen Quadrate auf A3 Plakaten (jeweils ein
Plakat fur die Quadrate einer bestimmen GréBe) gesammelt und versucht
eine Ordnung zu finden, die einen schnellen Uberblick tiber die tatsachliche
Anzahl fir jede QuadratgroBe gibt.

Erfahrungsbericht

Diese Aufgabe wurde im jahrgangsiibergreifenden Lernen mit Schilern des
1. und 2. Lernjahres gemeinsam bearbeitet. Bei allen Schilern waren bereits
Grundkenntnisse Uber die Merkmale von Vierecken vorhanden. Es mussten
aber die entsprechenden Fachbegriffe eingefihrt und ihr korrekter Gebrauch
geubt werden. Bei der Partnerarbeit lieBen sich drei unterschiedliche Her-
angehensweisen beobachten. Einige fingen wahllos an zu probieren und
kontrollierten dann beim Aufzeichnen, ob dieses Quadrat vielleicht schon
vorhanden sei. Andere begannen systematisch links oben mit den Quadra-
ten der Seitenlange zwei, drei, vier und finf und riickten die Quadrate dann
immer weiter nach rechts. Eine dritte Gruppe begann ebenfalls links oben,
suchte aber erst alle méglichen Quadrate der Seitenlange 2, danach alle
Quadrate der Seitenlange drei, vier und flnf.

Nachdem die aufgezeichneten Quadrate ausgeschnitten waren, wurden sie
auf dafur vorbereitete A3 Plakate gelegt. Dabei entwickelten sich sehr
interessante Gesprache Uber die Richtigkeit der gelegten Quadrate. Denn
durch Drehung der ausgeschnittenen Teile veranderte sich auch die Lage
der Quadrate. Nachdem die Kinder alle méglichen Quadrate gefunden hat-
ten und geklart war, wie viele es auf jedem Plakat sein missten, wurden
Expertengruppen von drei bis flinf Schilern gebildet. Sie kontrollierten und
sortieren die Quadrate so, dass man auf einen Blick erkennen kann, ob alle
Quadrate vorhanden sind. Diese Aufgabe bot einen guten Ausgangspunkt,
um weitere Aufgabenstellungen mit anderen GeobrettmaBen unter diesem
Gesichtspunkt zu erforschen und Zusammenhange zu verdeutlichen. Zum
Schluss erklarten die Expertengruppen, dass sie die gefundenen Quadrate
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fur ihr Plakat systematisch nach ihrem jeweiligen Platz auf dem Geobrett
geordnet hatten und so die richtige Anzahl bestimmen konnten. Dadurch
wurden doppelte Losungen identifiziert und fehlende erganzt.

Ergebnisse aus der Erprobung

Bild 1

Diese Schilergruppe hat die ge-
fundenen Quadrate der Seiten-
lange zwei auf dem Plakat unge-
ordnet platziert.

Bild 2

Die Gruppe hat die Quadrate der
Seitenlange drei systematisch ge-
ordnet und damit die tatsachliche
Anzahl von Méglichkeiten be-

stimmt.

Fazit

Allen Schulern wurde einsichtig, dass man bei systematischer Vorgehens-
weise schneller zum Ziel gelangt und besser die Ubersicht behalt. Am Ende
erkannten viele Kinder, dass man auch durch Rechnen auf die entsprechen-
de Zahl der moglichen Quadrate kommen kann. Weiterhin tibten sich die
Schiler im richtigen und sauberen Zeichnen einer gespannten Figur auf
einem Punktefeld. Das Suchen aller Mdglichkeiten in Aufgabe 2 verlangte
von den Schiilern ein forschendes und entdeckendes Herangehen, sie waren
mit Eifer von Anfang bis Ende dabei.

Wie kann es weiter gehen?

- Aufgaben auf einem Geobrett mit anderer GréBe (z.B. 6 mal 6);
Ergebnisse mit den Kenntnissen vom 5 mal 5 Geobrett vergleichen

— Rechtecke anstelle der Quadrate auf dem 5 mal 5 Brett spannen

- andere vorgegebene Figuren spannen und abzeichnen

— altere oder besonders interessierte Schiler kénnen verschiedene
Dreiecke untersuchen
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3 Schiebespiel

Verschiebe mit maglichst wenigen Ziigen die roten Plattchen auf die
roten Felder und die blauen Plattchen auf die blauen Felder. Du darfst nur
senkrecht oder waagerecht schieben. Um- und Rlckwege sind erlaubt,
Uberspringen von Plattchen ist verboten. Das Spiel ist beendet, wenn alle
6 Plattchen auf den Feldern ihrer eigenen Farbe liegen: Rot auf rot und
blau auf blau.

Worum geht es?

Dieses Spiel fordert zum Knobeln heraus: Es gibt kein eindeutiges Losungs-
verfahren - viele Wege flihren zum Ziel entsprechend den individuellen
Méglichkeiten und Erfahrungen der Kinder. Uber die Handlung des Verschie-
bens der Plattchen lassen sich die Wege korrigieren und neue Strategien
entwickeln. Nach mehrmaligem Spielen werden die Antizipationen von Spiel-
ziigen bei den meisten Schulern sicherer: Sie verinnerlichen bereits erfolg-
reich beschrittene Wege und kombinieren sie mit anderen. Geschult wird
dabei das Handeln in der Vorstellung: Spielziige werden im Kopf durchge-
spielt und ihre Konsequenzen bedacht, bevor der Spielzug tatsachlich ausge-
fuhrt wird. Dies stellt eine wichtige Voraussetzung dar fir alle kopfgeome-
trischen und kopfrechnerischen Ubungen. Auch an das Gedachtnis werden
Anforderungen gestellt. Es gilt, sich einen erfolgreichen Weg, der mehrere
Spielziige umfasst, zu merken, damit er jederzeit wiederholbar ist. Betont
langsames Spielen kann das Bewusstwerden Uber alternative bzw. besonders
geschickte Wege erhéhen und das Erinnerungsvermogen aktivieren.

Der Spielplan besteht aus acht Feldern in drei unterschiedlichen Farben. Das
Ziel besteht darin, dass am Ende alle roten und alle blauen Spielsteine die
Platze getauscht haben. Die drei roten Plattchen liegen dann auf den roten
Feldern und die drei blauen Plattchen auf den blauen Feldern. Die weif3en
Felder (Parkfelder) dienen lediglich zum Rangieren der Steine wahrend des
Spiels. Hier darf jeweils nur ein Stein ,geparkt” werden. Die Anzahl der
Spielzlge ist je nach Spielverlauf unterschiedlich, man braucht jedoch min-
destens 16 Ziige.

Eine Moglichkeit, die Aufgabe in 16 Zligen zu bewaltigen, ist die folgende.
Das mittlere rote Plattchen wird ins untere Parkfeld verschoben (1). Jetzt
rickt das rechts liegende rote Plattchen in das mittlere blaue Feld (2),
sodass die beiden blauen Plattchen rechts herum nachziehen kénnen (3, 4).
Nun ist der Weg fur die beiden in der Mitte liegenden roten Plattchen frei:
Sie werden jeweils um 2 Felder nach oben geschoben (5, 6, 7, 8). Das
dritte rote Plattchen riickt nun in die mittlere Spalte (9), so dass jetzt alle
roten Plattchen untereinander liegen. Nun wird das links oben liegende
blaue Plattchen nach unten in die untere Reihe geschoben (10). Das in der
Mitte liegende rote Plattchen wandert nach links (11) und das unten lie-
gende rote Plattchen ein Feld nach oben (12). Nun kénnen die beiden rechts
liegenden blauen Plattchen rechts herum in die untere Reihe (13, 14) und
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das rote Plattchen nach rechts (15) und das rote Plattchen aus dem oberen
Parkfeld nach unten verschoben werden (16). Eine Grundstrategie von
Schiebespielen ist es, Wege so zu 6ffnen, dass kreisformige Spielzlige
ermoglicht werden.

Wie kénnte man vorgehen?

Wird das Spiel in Klasse 5 oder 6 angeboten, konnen sich die Schiler durch
Lesen der Spielanleitung selbst den Inhalt erschlieBen. In den Klassen 1 bis 4
bietet sich bei fehlender Vorerfahrung eine gemeinsame Einfihrung des
Spiels an: Die Lehrerin hat hierzu den Plan an die Magnettafel gezeichnet.
Zunéchst gilt es, den Spielplan zu verstehen: Wie viele Quadrate gibt es? Wie
sind sie angeordnet? Was konnten die unterschiedlichen Farben bedeuten?
Nach dem Mitteilen des Spielzieles gibt es erste Schiebeversuche mit Mag-
neten in entsprechender Farbe an der Tafel, bis die Schiiler die Kernidee
verstanden haben. Danach empfiehlt sich das Abzeichnen des Spielplans,
das mit Hilfe einer Schablone (Pappe) oder auch aus der Hand erfolgen
kann. Auch dies aktiviert das raumliche Denken und ist eine wichtige
Orientierungstbung.

Dann haben alle Schiler ausreichend Gelegenheit, das Spiel allein oder mit
einem Partner zu spielen. Die Schiiler werden unterschiedlich viele Versuche
bendtigen, um das Spielziel zu erreichen. Fir Schiler, die alle Plattchen
erfolgreich verschoben haben, kann die nachste Aufgabenstellung formuliert
werden: ,Protokolliert die Anzahl der Ziige. 16 Ziige sind das beste Ergeb-
nis.” Diese Aufgabenstellung stellt eine erhdhte Anforderung dar, weil zu
dem ,Wege suchen und merken” noch das ,Mitzahlen” kommt. Alle
Versuche werden protokolliert (d.h. die Anzahl der bendtigten Ziige wird
aufgeschrieben), wer das Spiel mit 16 Zigen dreimal geschafft hat,
demonstriert seine Fahigkeit einer Nachbarin oder der Lehrerin.

Eine abschlieBende Prasentation verschiedener individueller Wege an der
Magnettafel eroffnet die Moglichkeit eines Klassengespraches und damit
den Austausch uber Effektivitat und Schlauheit der Wege. Um in ein Ge-
sprach Uber unterschiedliche Schiebestrategien zu kommen bietet es sich
an, eine Spielsituation drei bis vier Zlige vor Schluss zu unterbrechen und
dann die Frage nach der Anzahl der noch notwendigen Ziige zu stellen.
Hier missen sich die Schuler ihre gedachten Wege genau bewusst machen
und sie anschlieBend an der Tafel demonstrieren.
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Dokumente aus der Erprobung

Bild 1

Paul merkt sich seinen Weg Uber das Aufzeichnen
von Pfeilen und Zahlen. Die Pfeile bezeichnen die
Richtung, in die das nachste Plattchen auf das freie
Feld gezogen werden muss. Wenn ein blaues und
ein rotes Plattchen gezogen werden kénnten, markiert
er die Schieberichtung durch einen Pfeil und schreibt
zusatzlich die Farbe des Plattchens, das bewegt
werden soll, auf.

Bild 2

Kevin hat die Anzahl der benétigten Spielziige
protokolliert. Es wird deutlich, dass er gute Fortschritte
gemacht hat. 16+ bedeutet, dass er zweimal mit

16 ZUgen zum Ziel gekommen ist.

Stolpersteine

— Das Zeichnen des Spielfeldes ohne Schablone fallt machen Schilern
schwer. Besondere Probleme kann die Anordnung der Quadrate im Spiel-
feld und auch die Abbildung in der entsprechenden GroBe bereiten. Jedes
Quadrat muss mindestens so groB sein, dass ein Plattchen hinein passt.
Ein Gesprach Uber geschickte oder auch ganz einfache Vorgehensweisen
beim Zeichnen hat diesen Kindern geholfen.

— Einige Kinder konnten sich aufgrund ihres schlechten raumlichen Gedacht-
nisses ihre Wege nur ansatzweise merken. Manchen Kindern half der
Vorschlag, sich Notizen zu machen, um sich an den Weg erinnern.

— Das Beschreiben des eigenen Weges machte vielen Kindern Schwierig-
keiten. Das Unterbrechen einer Spielsituation drei bis vier Zlige vor Schluss
und die Frage nach einer sinnvollen Schiebefolge zur Beendigung des
Spiels, waren groBe Herausforderungen.
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Fazit

— Alle Schilerinnen und Schiler waren interessiert daran, zu einer Losung
zu kommen.

- Es entstanden lebendige Situationen, in denen die Schiiler sich gegenseitig
unterstiitzen und ihre Hilfen auch verbalisierten.

— Alle Kinder haben einen Weg gefunden - allerdings nicht immer den
kiirzesten.

— Manche Schiiler waren stolz darauf, unterschiedliche Wege zu prasentieren.

— Viele Schiiler haben sich Skizzen gemacht oder haben ihr Vorgehen schrift-
lich formuliert.

- In den folgenden Wochen wurden andere Schiebespiele eingesetzt. Es
wurde deutlich, dass fast alle Kinder hier schon auf einem hoheren Niveau
beginnen konnte.

Wie kann es weitergehen?

Eine Erweiterung und Vertiefung dieses Spiels besteht in der Veranderung
der Spielplane mit zunehmender Komplexitat. Bei diesem Schiebespiel (Mul-
ler/ Wittmann: Das Zahlenbuch 1, Lehrerband) geht es hauptséchlich um
das Entwickeln einer systematischen Abfolge von bestimmten Zugfolgen.
Wer hier nicht planvoll vorgeht, kann kaum zum Ergebnis kommen. Witt-
mann beschreibt einen moéglichen Schiebeprozess in seiner Anleitung fir
Lehrer folgendermaBen: ,Drei blaue Steine wandern in den freien Haken.
Die vier roten ziehen moglichst weit nach oben, so dass der Weg fur die
drei blauen in die Endposition frei wird. Jetzt ist noch der eingeklemmte
blaue Stein zu befreien. Dazu ziehen drei der vier roten Steine in den frei-
en Haken, der vierte rote zieht mit dem vierten blauen am freien Haken
vorbei und gibt fiir die roten im Haken den Weg in die Endposition frei.
SchlieBlich rlckt der vierte blaue Stein in den Haken, so dass der vierte
Rote nach oben ziehen kann, womit der Weg zur Endposition auch fir den
vierten blauen Stein offen ist.”

aus: ‘ ‘ ‘ mache: ‘ ‘
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Gerhard N.: Spielen und Uberlegen.  Gerhard N.: Das Zahlenbuch 1.
Die Denkschule Teil 1 und Teil 2; Lehrerband; Klett 1994

Klett
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Tipp
Rush Hour — Das geniale Stauspiel;
Think Fun 2006
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4 Pentominos

Findet weitere Quadratfiinflinge.

Zeichnet sie auf Karopapier und schneidet sie aus.

Wie viele unterschiedliche Pentominos gibt es?

Worum geht es?

Die Pentominos gehoren zur Familie der Polyominos. Ein Polyomino ist eine
Figur aus identischen Quadraten, die aneinandergereiht sind und dabei
jeweils mindestens eine Seite gemeinsam haben. Der Begriff Polyomino geht
auf Solomon W. Golomb zurtick, der ihn 1953 in Harvard bei einem Vortrag
einfihrte. Polyominos sind in den letzten Jahrzehnten zu einem beliebten
Thema der Unterhaltungsmathematik geworden.

Pentominos sind Figuren aus 5 zusammenhangenden Quadraten. Die Qua-
drate missen sich jeweils mit einer Seite beriihren. Figuren, die sich durch
drehen oder spiegeln ineinander Uberfihren lassen, werden als identisch
betrachtet. Es gibt keine allgemeine Formel, um die Anzahl verschiedener
Polyominos aus n Quadraten zu bestimmen. Pentominos lassen sich insge-
samt 12 unterschiedliche finden:

1. funf Quadrate in einer Reihe:

2. vier Quadrate in einer Reihe:

Themenfeld
Form und Veranderung

Anforderung

arithmetrische Vorstellungen mit
Hilfe von geometrischen Ver-
anschaulichungen stutzen und
begriinden

Allgemeine mathematische
Kompetenz

Argumentieren: arithmetische und
geometrische Muster selbst
entwickeln, systematisch verandern
und beschreiben

3. drei Quadrate in einer Reihe:

4. zwei Quadrate in einer Reihe:

Stufe Zeitbedarf
3. bis 5. Klasse, mindestens 5 Unterrichts-
geeignet auch fur jahrgangsge- stunden

mischte Lerngruppen

Material
— Scheren
- Kopiervorlage 4
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Alle anderen mdglichen Anordnungen sind mit den hier vorgestellten iden-
tisch. Ob man alle Mdglichkeiten gefunden hat, erschlieBt sich aus der
Anschauung.

Fir die Arbeit in der Schule bieten sich die Pentominos an, da ihre Anzahl
fur die Schiler Uberschaubar ist (Hexominos gibt es immerhin schon 35,
Heptominos sogar schon 108) und dennoch groB genug fir vielfaltige
Untersuchungen und Beobachtungen.

Aufgabenstellungen zu folgenden Schwerpunkten eignen sich als Einstieg

in das Thema besonders:

- alle Pentominos finden

— GesetzmaBigkeiten finden, nach denen sich die Pentominos anordnen oder
sortieren lassen

- mit Pentominos Muster erfinden und legen

- vorgegebene Muster und geometrische Formen mit Pentominos auslegen

Wie kénnte man vorgehen?
Eines der Pentominos wird der Klasse als Beispiel aus Formenplattchen,

Pappe oder Faltpapier auf dem FuBboden im Stuhlkreis oder an der Tafel
prasentiert:

In Arbeitsgruppen wird die Aufgabe bearbeitet, weitere Aufgaben zu finden.
Die Offenheit der Aufgabenstellung schafft Spielrdume fiir unterschiedliche
Herangehensweisen und Losungswege. Es erscheint wenig hilfreich, die
Anzahl der mdéglichen Pentominos schon von vornherein vorzugeben. Das
Vorgeben von Karopapier, das auf eine Kantenlange von 1,5 bis 2cm ver-
groBert wurde, erleichtert den Schiilern die Arbeit erheblich.

Im auswertenden Unterrichtsgesprach stellen die Gruppen ihre Ergebnisse
vor. Spannend ist zunédchst die Frage, wie viele Pentominos die Gruppen
jeweils gefunden haben. Eine lebhafte Diskussion um die Fragen:

— Wann sind 2 Pentominos gleich?

- Gelten auch Pentominos, die sich nur in den Ecken berthren?

— Wie viele Pentominos gibt es Gberhaupt?

— Woher weill man, ob man alle gefunden hat?

kann sich hier ergeben. Falls noch nicht alle 12 Maéglichkeiten gefunden
wurden, werden gemeinsam die noch fehlenden gesucht. Dabei lasst sich
beobachten, welche Schiler bereits systematisch vorgehen und wer unge-
ordnet probiert.

Jede Arbeitsgruppe stellt danach alle Pentominos her. Auch hier sind Ver-
groBerungen von Karopapier mit zwei Zentimeter Kantenlange auf festes
Papier hilfreich. Die Gruppe versucht, eine Ordnungsstruktur fir die Pento-
minos zu finden. Dies erfordert einen langeren Diskussionsprozess, da viele
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unterschiedliche Maéglichkeiten der Anordnung und Klassifizierung denkbar
sind. Die Suche nach verbindenden und auch unterscheidenden Strukturen
ist ein wichtiger Prozess, bei dem die Schiiler sich gegenseitig mit unterschied-
lichen Sichtweisen und Ideen anregen kénnen. Erst wenn eine Anordnung
gefunden ist die alle Uberzeugt, werden die Pentominos geordnet auf ein
Plakat geklebt und mit den entwickelten Ordnungskriterien kommentiert.
Im auswertenden Unterrichtsgesprach erlautert und begriindet jede Gruppe
ihr Vorgehen.

Anstelle des Aufzeichnens und Ausschneidens kénnen die Pentominos auch
aus fertigen Quadraten (aus gevierteltem Faltpapier oder Notizzetteln) ge-
legt werden.

Im 3. Schuljahr kénnte man zunachst vorbereitend Gber Quadratdrillinge
und Vierlinge sprechen.
Die Drillinge sind schnell gefunden:

Hieraus lassen sich die Vierlinge durch Anlegen eines weiteren Quadrats
konstruieren.

Zur Weiterarbeit bieten sich mit den Pentominos vielfaltige Legetibungen
an.

— Welche Formen lassen sich zu einem Rechteck zusammen legen?

— Kann man alle 12 Pentominos zu einem Rechteck zusammenlegen?

Nach einer langeren Phase des Ausprobierens lasst sich ein Zusammenhang
zu unterschiedlichen Einmaleinsreihen entdecken. Da die Pentominos aus
jeweils funf Teilen bestehen, muss ein geschlossenes Rechteck aus einer
durch finf teilbaren Anzahl von Quadraten bestehen. Hier ergibt sich auch
ein enger Zusammenhang zur Flacheninhaltsberechnung des Rechtecks.

- Rechtecke zum Einmalfunf finden

Beispiellésungen:

3 mal 5 4 mal 5
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5 mal 5 6 mal 5

— zu einer Malaufgabe moglichst viele Pentomino-Rechtecke finden

Beispiel: 3 mal 10

Ein 10 mal 6 Rechteck ist eine echte Herausforderung, so scheint es jeden-
falls. Nur eine einzige Losung zu finden, ist auch fir Erwachsene nicht
leicht. Wer hatte gedacht, dass es insgesamt 2339 verschiedene Ldsungs-
moglichkeiten fiir ein 10 mal 6 Rechteck gibt?

Weitere Aufgaben:

— mit allen 12 Formen ein Rechteck legen

— aus 9 Teilen ein groBes Pentomino legen

- vorgegebene Figuren auslegen

- vorgegebene Figuren mit nur einem Typ der Pentominos auslegen
(Parkettierungen)

Welche der Pentominos ergeben durch Zusammenfalten eine offene
Schachtel? (in Klasse 3 als Vorbereitung auf die Arbeit an Wirfelnetzen)
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Durch die vielen unterschiedlichen Fragestellungen sowie die Spielraume bei
der Intensitat der Beschaftigung mit einer Aufgabe ergibt sich ganz von
allein eine nattrliche Differenzierung.

Dokumente aus der Erprobung

Die Unterrichtssequenz wurde in einer 4. Klasse zum Ende des Schuljahres
erprobt. Die Aufgabenstellung war fiir alle Schiler interessant und moti-
vierend.

Im ersten Unterrichtsgesprach zur Frage: ,Was ist ein Pentomino?” wurde
herausgearbeitet, dass sich bei den Quadraten jeweils eine Seite berlihren
muss. In den Arbeitsgruppen wurden dann weitere Flnflinge gesucht (die
Schiiler erhielten dazu farbiges Papier, auf das groBe Karos kopiert waren),
ohne dass deren genaue Anzahl bekannt war. Dies sorgte im Auswertungs-
gesprach fir eine gute Diskussionsgrundlage: Wann sind Fiinflinge gleich?
Was ist mit spiegelsymmetrischen Fiinflingen? Habt ihr alle méglichen Fiinf-
linge gefunden?

Erstaunlich viele verschiedene Ideen entstanden beim Ordnen der Pentomi-
nos. Die Schilergruppen fanden ganz unterschiedliche Ordnungskriterien:

Bild 1
einige Flnflinge sehen aus
wie Buchstaben:

Bild 2
systematisch nach der Anzahl
der Quadrate pro Reihe:
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Bild 3

noch weiter ausdifferenziert
2 mal 3 und

1 mal 3 und

1 mal 2

Das Suchen und Aufzeichnen von Rechtecken erstreckte sich lber die
Mathematikstunden mehrerer Tage. Hierbei entdeckten einige Schdler, dass
die Flacheninhalte der Rechtecke als Anzahl von Quadraten immer eine
durch funf teilbare Anzahl sein muss. Und so wurde bald versucht, zu jeder
Einmaleins-Aufgabe der Flnferreihe ein Rechteck aus Pentominos zu finden.
In den Schalergruppen wurde auffallend angeregt diskutiert und auch sehr
liebevoll gezeichnet. Immer wieder wurden Erkenntnisse und Beobachtungen
einzelner Gruppen im Klassengesprach aufgegriffen.

Zum Abschluss der Unterrichtseinheit wurde ein Buch zusammengestellt, in
dem alle gefundenen Rechtecke zu Einmaleinsaufgaben abgebildet wurden.
Je 2 Kinder waren fiir alle gefundenen Rechtecke zu jeweils einer 1 mal 5,
1 mal 10 oder 1 mal 15 Aufgabe verantwortlich. Sie mussten dazu immer
wieder die gefundenen Rechtecke der anderen Kinder vergleichen und ent-
scheiden, welche sie schon aufgezeichnet hatten oder auch nicht.

Alle Kinder bekamen am Ende der Unterrichtseinheit eine Miniaturversion
des Buches im DIN-A-6-Format.

Wie kann es weiter gehen?

- mit Quadrat-Sechslingen

- mit Mehrlingen von gleichseitigen Dreiecken
— Flachenberechnung des Rechtecks durch Auslegen mit Einheitsquadraten

Literatur
Maria Koth/Notburga Grosser: Hirt, Ueli/Walti, Beat: Lernum-
Das Pentomino-Buch; Aulis 2004 gebungen im Mathematikunterricht.

Naturliche Differenzierung fir
Rechenschwache bis Hochbegabte;
Klett/Kallmeyer 2008
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5 Das Haus vom Nikolaus

1 Versuche das Haus vom Nikolaus in einem Strich zu zeichnen.
Versuche es mehrmals. Wann gelingt es? Wann gelingt es nicht?

2 Erfinde eigene Figuren, die sich in einem Strich zeichnen lassen!

Worum geht es?

Das Durchlaufen von Netzen ist ein Thema der Topologie. In der mathema-
tischen Fachsprache besteht das Haus vom Nikolaus aus fiinf Knoten, die
durch Kanten verbunden sind. Das Problem geht zuriick auf das , Kénigs-
berger Bruckenproblem” des Mathematikers Leonhard Euler. Euler hat er-
kannt, dass ein Rundweg vom Startpunkt aus und wieder zuriick zum
Ausgangspunkt nur moglich ist, wenn die Figur nur Knoten mit einer ge-
raden Anzahl von Kanten besitzt. Dies leuchtet relativ leicht ein: Darf man
keinen Weg mehrfach gehen, so bendtigt man fiir jeden Weg, der zu einem
Knoten fiihrt auch wieder einen Weg, der von dem Knoten wegfiihrt. Hat
der Knoten eine ungerade Anzahl von Kanten, so gelangt man irgendwann
wieder Uber den letzten Weg zu diesem Knoten, kann ihn aber nicht mehr
verlassen. Hat sie nur gerade Knoten, ist ein Rundweg sicher. Besitzt sie
ungerade Knoten, dann ist ein Rundweg nicht mdglich.

Beim Haus vom Nikolaus ist kein Rundweg gesucht, sondern die Maéglich-
keit, das Haus in einem Zug zu zeichnen. Es kann also einen Anfangs- und
einen Endpunkt geben mit jeweils einer ungeraden Anzahl von Kanten. Hat
die Figur nur Knoten mit geradzahligen Kanten oder aber genau zwei Kno-
ten mit einer ungeraden Anzahl von Kanten, dann kann der Weg in einem
Zug gezeichnet werden.

Das Zeichnen in einem Zug ohne Wege doppelt zu zeichnen gelingt jedoch
nicht von allen Knoten aus. Die Frage ist, an welchen Stellen angefangen
werden muss, damit sich das Haus vollstandig in einem Zug zeichnen lasst.
Folgende Uberlegungen machen die Sache durchsichtig:

In den Ecken 1 und 2 treffen sich vier Linien.

In der Ecke 5 treffen sich zwei Linien.

In den Ecken 3 und 4 treffen sich 3 Linien.

Das bedeutet, dass die Ecken 1 und 2 beim Zeichnen zweimal durchlaufen
werden mussen, die Ecke 5 aber nur einmal. Die Ecken 3 und 4 haben die
Besonderheit, dass sie einmal vollstdndig durchlaufen werden und einmal
einen Anfangs- oder Endpunkt bilden missen. Deswegen muss entweder
Punkt 3 oder Punkt 4 der Anfangspunkt der Zeichnung sein. Der jeweils
andere Punkt ist dann der Endpunkt.

Stufe Zeitbedarf
4. bis 6. Klasse 3 bis 4 Unterrichts-
stunden

Themenfeld
Form und Veranderung

Anforderung

Handlungen nach mindlichen,
schriftlichen und zeichnerischen
Vorgaben ausfiihren

Allgemeine mathematische
Kompetenz

Argumentieren: mathematische
Zusammenhange nutzen und
Vermutungen entwickeln

5
1 2
3 4
Material
- Stifte
— Papier
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Die Frage, wie viel Moglichkeiten es gibt, das Haus vom Nikolaus zu zeich-
nen, kdnnte Uber ein Baumdiagramm systematisch gelést werden. Wenn
man am Punkt 3 unten links startet, ergeben sich insgesamt 44 Maglich-
keiten, das Haus in einem Zug zu vollenden. Naturlich gibt es dann (wegen
der Symmetrie des Hauses) auch vom Punkt 4 unten rechts 44 Mdglich-
keiten. Das macht also insgesamt 88 Madglichkeiten, das Haus vom Nikolaus
in einem Zug zu zeichnen.

Wie kann man vorgehen?

Den meisten Kindern ist die Fragestellung bekannt und viele Kinder kennen
mindestens eine richtige Losung. Es bietet sich an, dass ein Schiiler zunachst
das Haus vom Nikolaus in einem Strich vor den Augen der Kinder an die
Tafel zeichnet. AnschlieBend versuchen alle Kinder fiir sich allein die Auf-
gabe zu losen. Das Ausprobieren mit maoglichst unterschiedlichen Anfangs-
punkten regt zum Nachdenken an und lasst Auffalligkeiten beobachten.

Hilfreich fir die Schiler ist es, den jeweiligen Anfangspunkt zu markieren
und das Haus nicht zu vollenden, wenn sie in einer Sackgasse gelandet
sind. Die anschlieBende gemeinsame Sammlung einiger Schilerversuche an
der Tafel wird Irrwege deutlich machen aber auch die Erkenntnis bringen,
dass das vollstandige Haus nur von den beiden Punkten unten aus konst-
ruierbar ist. Das Reproduzieren an der Tafel fordert das visuelle Gedachtnis
heraus. Viele Schuler vergessen auf dem Weg ihren Anfangspunkt oder
erinnern den Streckenverlauf nicht mehr genau. Die Aufgabe stellt deshalb
eine gute Ubung zum Training der bewussten visuellen Erinnerung dar. Um
ein Unterrichtsgesprach zu initiieren kann die Frage, was bestimmte
Anfangspunkte von anderen unterscheidet und ob es moglich ist, dass
Anfangs- und Endpunkt zusammen fallen, ein entscheidender Impuls sein.

In einem zweiten Schritt wird die Aufgabenstellung erweitert. Die Schiler
sind aufgefordert eigene Figuren zu erfinden, die sich in einem Strich zeich-
nen lassen. Obwohl bei dieser Aufgabe der Fokus auf dem vollstandigen
Zeichnen der geplanten Figur liegt, machen die Schiiler auch Erfahrungen
mit dem Nichtgelingen. Dies wirft die Frage nach den Ursachen auf: Wie
kann ich es vermeiden, eine Figur zu entwerfen die ,nicht geht"?

Naturlich ist es fir jedes Kind interessant, wenn andere Schiler ihre Eigen-
produktionen zur Weiterarbeit nutzen. Als Moglichkeit der vertiefenden
Arbeit bietet es sich an, einige interessante und unterschiedliche Schiler-
produktionen auf einem Arbeitsblatt zusammenzustellen, die dann die
Grundlage fiir Gesprache iber gemeinsame oder auch trennende Erfahrun-
gen darstellen konnen. Auch Figuren, die sich von keinem Punkt aus mit
einem Strich zeichnen lassen, bieten wertvolle Gesprachsanlasse. Eine Rick-
kopplung mit dem Erfinder der Figur ist erwinscht.

Eine vertiefende Betrachtung der Ergebnisse im Stuhlkreis oder vor der
Tafel bietet anschlieBend einen guten Anknlipfungspunkt fiir problemorien-
tierte Gesprache und fur ein tieferes Verstandnis der Wegeproblematik. Bei
leistungsstarken Schilern kann der Austausch von Begriindungen auch in
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verallgemeinernde Aussagen miinden. Leistungsschwachere Schiler bleiben
eher auf der beschreibenden Ebene und stellen genau fest, von welchen
einzelnen Anfangspunkten aus die vollstandige Figur konstruierbar ist.

Dokumente aus der Erprobung

Bild 1

Tina entwirft parallele klassische Formen.

Die linke Spalte ist den Figuren zuzuordnen, die
sich nicht in einem Strich zeichnen lassen.

Die rechte Spalte zeigt Figuren mit jeweils zwei
Kreuzungen, in denen sich drei Linien treffen.
Sie sind damit in einem Strich konstruierbar.

Sy =

N4
5

Bild 3

Amani erfindet schlichte offene Figuren, die nur
von zwei Punkten aus in einem Strich gezeichnet
werden kénnen und markiert die méglichen
Anfangspunkte.

>>§Tﬂm

Bild 2

Justin erfindet anspruchsvolle Formen, die nur aus
Quadraten bestehen. Genau wie beim Haus vom
Nikolaus haben sie jeweils genau zwei Kreuzungen,
in denen sich drei Linien treffen.
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Interessant sind die Versuche der Schiiler, ihre Beobachtungen zu verallge-

meinern und Begriindungen zu finden.

Bild 4
Denise begriindet, wann sich Figuren von der Art
des Hauses vom Nikolaus in einem Strich zeichnen
lassen.

m&? LN mdy;
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Bild 6
Tim, ein haufig leistungsschwacherer Schdler,
beschreibt eindeutig seine Uberlegungen.

Bon Slrialle Yo

ARV R & e I
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Bild 5

Sina formuliert dies préziser. Sie hat erkannt, dass
die Menge der sich an den Kreuzungen treffenden
Linien entscheidend ist fiir die Durchlaufbarkeit des
Netzes und vermerkt sich die Anzahl der sich an
den Kreuzungen treffenden Linien.

Bild 7

Moritz hat herausgefunden, unter welchen
Bedingungen das Netz von allen Punkten aus
durchlaufen werden kann.

JYDLISIUNYIIRWAYIR|A USLIDIIUSLI0ZUS}3dWOY USPUSISIZUBIBHIP UBUIS Iy UsBUNGaBNuIaT || — UISPIOJSNeIaY USMIBIS 3|I2NPIAIPU| / 9|NYISPUNID Jaysuel]-SNIS / Bunydsio] pun jeydsusssipy ‘bunpjig 1ny Bunyjemiansyeuss



Senatsverwaltung fiir Bildung, Wissenschaft und Forschung / SINUS-Transfer Grundschule / Individuelle Starken herausfordern — 11 Lernumgebungen fiir einen differenzierenden kompetenzorientierten Mathematikunterricht

Bild 8
Warum ist die Figur von Jan nicht in einem Strich
konstruierbar?

JML

Hier einige schlichtere Begriindungen:

Lisa: Es geht nicht, weil immer eine Seite offen bleibt.

Tina: Dieses Muster geht bei mir nicht weil, wenn

ich irgendwo bin geht es nicht mehr vor und zurick.

Marc: Es geht nicht, weil ich nicht von einer Ecke
wegkomme.

Diren: Es geht nicht, weil ich in einer Sackgasse
gelandet bin.

Amani: Es geht nicht, weil die Striche sich nicht
treffen.

Nils: Es geht nicht, weil man den letzten Strich
nicht vollenden kann.

Eine anspruchsvollere Erklarung hat sich Nadine
Uberlegt: ,Dieses Muster geht nicht, weil es 4
ungerade Kreuzungen gibt.” Sie betont damit ver-
allgemeinernd, dass die Figur insgesamt 4 Knoten
mit jeweils 3 Wegen aufweist und damit nicht

in einem Strich konstruierbar ist.

Fazit

Bild 9

Lisa Gbernimmt einige Figuren ihrer Mitschuler und
markiert die, die sich nicht in einem Strich zeichnen
lassen, mit einem Kreuz und solche, die sich von
vielen Punkten aus zeichnen lassen, mit einem
Hékchen. Die besonderen Figuren mit zwei Dreier-
Kreuzungen umrandet sie.
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— Alle Schuler waren mit Eifer dabei und prasentierten gern ihre Ergebnisse.
— Besonderes Interesse fand die Bearbeitung der Eigenproduktionen der
anderen Schiiler. In den Begriindungen wurde immer wieder namentlich

Bezug genommen.

— Die Kommunikation in den Arbeitsgruppen tber Wege die , gingen” bzw.
Lhicht gingen” und das genaue Zusehen beim Zeichnen waren besonders

fruchtbare Bestandteile des Unterrichts.

— Im Unterrichtsgesprach mit allen entstanden lebendige Diskussionen uber
mogliche Bedingungen fiir das erfolgreiche Losen der vorliegenden Wege-

probleme.

— Als effektive Hilfe fiir Schiiler, die sich nicht mehr an ihren einmal gezeich-
neten Weg erinnern konnten, erwies sich das farbige Markieren des An-

fangspunktes.
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Auch bei Figuren mit ausschlieBlich gerader Anzahl von Kreuzungen ge-
schah es, dass Schiler Wege fanden, die nicht zum Ausgangspunkt zuriick
fuhrten. Dies erschien zunachst als ein Widerspruch zur erarbeiteten Regel.
Richtig ist: Man findet mindestens einen Weg, aber nicht jeder Weg fiihrt
ans Ziel.

Das Aufschreiben von Begriindungen fiel vielen Kindern schwer. Erst die
von der Lehrerin eingebrachte Hilfe, dass die Anzahl der sich in den Ecken
treffenden Linien zu beachten sei, erleichterte die Aufgabenstellung fir
viele Schilerinnen.

Aufgabenldsungen mit erhéhtem Schwierigkeitsgrad

zeichnen sich durch schliissige und begriindende Aussagen aus.
lassen Ordnungsstrukturen erkennen.

Einfache Aufgabenldsungen

sind eher beschreibend als begriindend formuliert.
verwenden in der Begriindung anschauliche Vergleiche.
finden nur ein oder zwei Losungswege.

Wie kann es weiter gehen?

Eine weiterfiihrende Aufgabe ist die Weiterarbeit mit den selbst erfundenen
Figuren der Mitschiiler.

Da
zu

Hier sind 12 von euch erfundene Figuren:
Zeichne die Figuren nach. :ﬁ] ]:D
Kennzeichne Figuren, die man nicht in einem -

ok o MahafMore 4 fanca

Strich nachzeichnen kann.

Kennzeichne Figuren, die nur von bestimmten ﬁ

Punkten ausgezeichnet werden kénnen. Demise Mebissa
Kennzeichne Figuren, die von allen Kreuzungen

aus gezeichnet werden konnen.

Woran liegt das? ‘
Schreibe deine Vermutungen auf! iy lie

s Auffinden aller Mdglichkeiten, den Streckenzug vom Haus vom Nikolaus
zeichnen, ist eine anspruchsvolle Aufgabe, die sich beispielsweise mit

einem Baumdiagramm lésen lasst.

Die Beschaftigung mit Leonard Euler und dem Kdnigsberger Briickenproblem
fuhrt in einen auch fur Grundschulkinder interessanten Abschnitt der
Ge-schichtliche der Mathematik.

Literatur

Dahl, Kristin/Nordquist, Sven: Képnick, Friedhelm: Mathe far
Zahlen, Spiralen und magische kleine Asse 3/4; Volk und Wissen
Quadrate; Oetinger 1996 2006

38

Lisa [Nadine.

rn.lr;f:-i

JYDLISIUNYIRLWAYIR|A USLIDIIUSLI0ZUS}3dWOY USPUSIBIZUBIBHIP UBUIS I} UBBUNGIBWNUIRT || — UISPIOJSNeIaY USMIBIS 3||2NPIAIPU] / 9|NYISPUNID Jajsuel]-SNIS / Bunyssio] pun jeydsuassipy ‘bunpjig 1ny Bunyjemiansyeuss



Senatsverwaltung fir Bildung, Wissenschaft und Forschung / SINUS-Transfer Grundschule / Individuelle Starken herausfordern — 11 Lernumgebungen fiir einen differenzierenden kompetenzorientierten Mathematikunterricht

6 Butterkekse

Was hat eine Packung Butterkekse mit Mathematik zu tun?

Worum geht es?

Im Allgemeinen versteht man unter dem Begriff ,Sachrechnen” das Bear-
beiten von Aufgaben, die sich auf das Berechnen von Sachen beziehen. Es
werden verschiedene Typen von Sachaufgaben unterschieden: Sachbilder,
eingekleidete Aufgaben, Text- und Denkaufgaben, Rechengeschichten, etc..
Noch viel zu haufig folgt das Sachrechnen dem traditionellen Muster von
eingekleideten Aufgaben, die nach dem Schema ,Frage — Rechnung — Ant-
wort"” bearbeitet werden und den Schiilern wenig Spielrdume flr das Finden
von Lésungswegen lassen.

Fir Spiegel/Selter gilt Sachrechnen als ,, Oberbegriff fiir die Auseinanderset-
zung mit Aufgaben, die einen Bezug zur Wirklichkeit aufweisen. Ziel des
Sachrechnens ist es, die Erfahrungswelt der Kinder zu erhellen, zu diskutie-
ren, zu strukturieren und mit mathematischen Mitteln zu analysieren.” (vgl.
Spiegel/Selter, 2006. S.74)

Bei der vorliegenden Aufgabe handelt es sich um ein echtes Sachproblem.
Im Vordergrund steht eine Sache, die aus dem Erfahrungsbereich der Schi-
ler stammt. Butterkekse, ein beliebter Snack bei Wandertagen oder in der
Pause, sind eine Sache, zu der alle Kinder einen Bezug haben. Die Frage
.Was hat eine Packung Butterkekse mit Mathematik zu tun?” bietet einen
Anlass, die Schiler neugierig darauf zu machen, sich mit mathematischen
Inhalten auseinander zu setzen.

Anders als bei herkdmmlichen Textaufgaben, werden die Schuler aufgefor-
dert, Aufgabenstellungen selbst zu entwickeln, was eine ungewohnte Her-
ausforderung darstellt. Diese werden auf Vergleiche der Preise, der Anzahl,
des Gewichts, der Kantenlédnge, der Flachen und des Volumens hinauslaufen.
Die Fragestellung ist bewusst so offen gehalten, um die Schiler zu sensi-
bilisieren und ihren Blick fir Mathematik zu scharfen: ,,Mathematik ist
Uberall”. Die Einstellung, Mathematik nur mit Zahlen und arithmetischen
Aufgaben zu assoziieren, soll aufgebrochen werden. Unser alltagliches Leben
ist umgeben von mathematischen Situationen, die auch GréBen und Mes-
sen, Klassifizieren, Sortieren und Geometrie umfassen.

Die Schiiler missen bereits im Vorfeld Uberlegungen anstellen und Entschei-
dungen treffen: Was interessiert mich an dem Thema? Was will ich wissen?
Welche Informationen brauche ich? Wie finde ich die Lésung?

Stufe Zeitbedarf
3. bis 4. Klasse 4 bis 5 Unterrichts-
stunden

\\\\\\\\\

Themenfeld
GroBen und Messen

Anforderung
zu einer Sachsituation mathe-
matische Fragen entwickeln

Allgemeine mathematische
Kompetenz

Modellieren: Darstellungen

der Lebenswirklichkeit relevante
Informationen entnehmen;
Sachprobleme in die Sprache der
Mathematik Ubersetzen

Material

- Kekse und Verpackungen
- Waage

- MaBband
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Da moglicherweise nicht alle bendtigten Daten zur Verfligung stehen, ist
es unter Umstdnden notwendig, Angaben durch vertrautes Alltagswissen
oder durch Recherchen einzubringen. Manche Aufgaben werden Fermi-
Aufgaben sein, die dadurch charakterisiert sind, dass es keine exakten L6-
sungen gibt, die durch Messen oder Zahlen gefunden werden kénnen,
sondern dass es nur Naherungslésungen gibt, die durch begriindetes Schat-
zen oder durch Uberschlagsrechnung gewonnen werden kénnen. Bei der
Bearbeitung der Aufgabe lernen die Schiiler sachbezogene Fragestellungen
zu entwickeln, Alltagwissen zu benutzen, flexibles Rechnen und sie vertiefen
ihre Fahigkeit im Umgang mit GroBen.

Wie kann man vorgehen?

Zu Beginn der Unterrichtssequenz wird den Schiilern die Frage gestellt:
.Was hat eine Packung Butterkekse mit Mathe zu tun?” Dies konnte bei-
spielsweise im Rahmen der Freiarbeit oder Wochenplanarbeit geschehen.
Wichtig ist vor allem, dass alle Schiler Zeit und Ruhe haben, zunachst allein
iiber diese Frage nachzudenken und eigene Uberlegungen anzustellen. Die
Ideen dazu werden schriftlich festgehalten.

Im Anschluss daran nimmt das Unterrichtsgesprach eine wichtige Rolle ein:
Die Ideensammlungen werden im Gesprachskreis vorgestellt. Die Schiler
vergleichen ihre Ideen miteinander, stellen Gemeinsamkeiten fest und neh-
men neue Vorschldge auf. Das Finden von Aufgaben wird durch Konkreti-
sierung des Arbeitsauftrages erleichtert: ,Findet Aufgaben, die interessant
sind und die ihr [6sen kdnnt!” Es ist damit zu rechnen, dass auch Aufgaben
formuliert werden, die auf mathematischem Wege nicht zu I6sen sind.

Beim Finden von Aufgaben missen die Schuler

- Informationen unterscheiden (Sind das Aufgaben, die mathematisch zu
I6sen sind oder brauche ich andere Informationsquellen?)

— sich einen Uberblick verschaffen (Welche Information enthélt die Ver-
packung, hilft diese beim Losen der Aufgabe?)

— Aufgaben bewerten (Sind sie leicht oder schwer zu I6sen?) und dariiber
kommunizieren.

Hierfir ist das Arbeiten in Gruppen glnstig, denn der Arbeitsauftrag bietet
zahlreiche Anlasse flir Gesprache zwischen den Schilern. Gemeinsam ent-
wickeln sie konkrete Fragestellungen und schreiben diese auf. Diese Arbeits-
phase braucht ausreichend Zeit, da es den Schiilern haufig schwer fallt,
Fragen zu formulieren und die Diskussion innerhalb der Arbeitsgruppe Uber
die Fragestellungen kein einfacher Prozess ist. Jede Frage wird an der Tafel
offentlich gemacht, um eine Vielfalt von Aufgaben zu sichern und die
Schiler zum Entwickeln weiterer Ideen anzuregen.

Es ist sinnvoll, die Aufgaben in einem nachsten Arbeitsschritt auf korrekte
Schreibweise zu Uberarbeiten und sie zu vergroBern, sodass fur die weitere
Arbeit eine Sammlung von Aufgaben an der Tafel hdngt. Nun entscheidet
jeder Schiler selbst, mit welcher Fragestellung er sich beschaftigen will.
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Den Schilern stehen einzelne Kekse, Keksverpackungen, Messinstrumente
(Waage, MaBband) und Rechengeld zur Verfligung. Die Bearbeitung der
Aufgaben in Einzelarbeit hat den Vorteil, dass jeder von seinen Interessen
ausgeht und auf seinem Lernniveau arbeitet. Die Arbeit in Gruppen erleich-
tert die Bearbeitung komplexer Fragestellung wie beispielsweise Fermiauf-
gaben und er6ffnet haufig neue Ideen fir Losungsmoglichkeiten.

Zum Abschluss der Arbeitsphase schlieBt sich die Prasentation der Arbeits-
ergebnisse an. Alle Schiler erhalten die Gelegenheit sich gegenseitig zu
zeigen, an welchen Fragestellungen sie gearbeitet haben und wie sie die
Fragen gelost haben. Dabei werden die Denk- und Lésungswege von ande-
ren nachvollzogen und diskutiert. Das schult unter anderem auch die Fa-
higkeit zur Kommunikation und Argumentation.

Erprobungen zeigten:

— Die Aufgabenstellung war fir alle Schiiler gut verstandlich, das Sachthema
machte ihnen Freude.

— Eigene Fragestellungen zu entwickeln war motivierend und regte die Fan-
tasie an.

— Bereits vor dem Losen der Aufgaben fand ein reger Austausch iber még-
liche Losungswege statt.

- Gemeinsames Arbeiten und eigenstandiges Arbeiten standen in einem
ausgewogenen Verhaltnis.

— Eine besondere Schwierigkeit beim Rechnen mit GroBen ist die Notwen-
digkeit, die Angabe der Einheiten zu beachten und gegebenenfalls ent-
sprechend umzurechen. Das fiel den Schilern in diesem Zusammenhang
auffallend leicht.

- Loésungswege wurden prasentiert und lebhaft diskutiert.

Die Aufgaben lassen natlrliche Differenzierung zu, da Fragestellungen und

verschiedene Losungswege auf ganz unterschiedlichen Schwierigkeitsniveaus

maglich sind.

Schiiler mit einfachen Lésungen

- formulieren einfache Fragen, die fir sie tiberschaubar sind.

— l6sen ihre Aufgaben handelnd durch Messen und Wiegen oder mit Hilfe
von Zeichnungen.

— wahlen einfache Fragestellungen mit einfachen Berechnungen.

Schiler mit anspruchsvollen Lésungen

— stellen komplexere Fragen, flr deren Beantwortung mehrschrittige Berech-
nungen ausgeflihrt werden missen.

— bewegen sich in gréBeren Zahlenrdumen.

— konnen Informationen sortieren und entsprechend nutzen.

— beschaftigen sich auch mit Fragestellungen, bei denen ihnen noch nétige
Kenntnisse und Informationen zur Bearbeitung fehlen.
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Dokumente aus der Erprobung
in einer 4. Klasse

Schon bei der Sammlung der Ideen zeigt sich die ganze Spannbreite der
Heterogenitat in dieser Lerngruppe. Wahrend Emma ganz einfache Fragen
formulierte, die sich ganz woértlich genommen auf die ,,Packung” beziehen,
zeigte Baker ein weitergehendes Verstandnis von Mathematik. Felix misch-
te Fragen zur Geometrie von Keks und Verpackung mit Fragen zum Thema
GroBen und Messen.

Baker
Well wion € Butterikeksn wechven kewy

Wi 808V das it ¥

Wie Shp €5 1ER. o
Wie, Vel zuCkex Ann 18L |
Mb 25 Jecumm k.

wWie el Kedkge dvin sind !

Woss 0wk dev VRNV PAOGAE B on
Wie viel man C\wonwéscaw“\i%%'

Folgende Aufgaben wurden in der Klasse gesammelt:

— Wie viel wiegt ein Keks?

— Mein Vater fotografiert 10 Bilder von der Packung. 100mal wird jedes
Bild gedruckt. Wie viele Bilder sind es am Ende?

— Wie viele Kekse sind in einer Packung?

— Wie viel Butter ist in einem Keks?

— Wie viele Fabriken gibt es?

— Wie viele Kekspackungen sind so schwer wie ein Lowe? ein Elefant?
die Erde?

— Wie lang und breit ist die Packung?

— Wie viele Kekse kann man davon essen?

— Welche Form hat ein Keks? Wie lang, wie breit ist er?

- Wie viel kosten zwei Packungen?

— Wie schwer sind 12 Packungen?

— Wie viel HohlmaB (Rauminhalt) hat eine Packung?

— Wie viele Wellen (Zdhnchen) hat ein Keks?

- Schatzaufgabe: Wie viel Kekse sind in einer Packung?

— Wie teuer ist eine Packung?

— Wie viel Zucker ist in einer Packung?

— Ein Zuckerwdrfel wiegt etwa 4 g. Wie viele Zuckerwdrfel stecken in einer
Packung?

- Wie viele Zutaten braucht man um einen Butterkeks herzustellen?

— Wie viele essen Butterkekse?

— Wie viele Kalorien sind in einem Keks/in einer Packung?

- Wie lange muss man joggen, um die Kalorien von 20 Packungen los zu
werden?

— Wie viel wiegt die ganze Packung?
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Anahita
Anahita hat sich eine einfache Frage ausgesucht
und wendet zur Berechnung das Malkreuz an.

W adwer sand 12 Ea:%mjmz

2003+ 12=24009 o

12000 400

Antonia

Antonia arbeitet sich schrittweise an die Losung
heran, um den Uberblick nicht zu verlieren. Nach
der Berechnung von 10 Packungen erkennt sie
einen Zusammenhang und 16st dann die Aufgaben
mit Stufenzahlen.
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Wie konnte es weitergehen?

— Rechengeschichten zu anderen Themen aus dem
Bereich ,GroBen”
— Fermi-Aufgaben

Literatur

Scherer, Petra/Boning, Dagmar
(Hrsg.): Mathematik fur Kinder -
Mathematik von Kindern; 2003
Grundschulverband 117

Selter, Christoph/Spiegel, Hartmut:
Kinder & Mathematik; Kallmeyer

Lena

Lena macht sich einen Plan zur Berechnung der
Frage, wie viele Kekse so schwer wie ein Kilogramm
sind. Sie sucht sich die notwendigen Informationen
zielgerichtet heraus und geht ihren eigenen

Lésungsweg. m{}u&/ z W
MAG—L\AMM%

/Hu;y 2 Q.00

Marcel

Marcel hat sich eine weitere Frage Uberlegt. Er
versucht rechnerisch eine Lésung zu finden, hat
aber Probleme mit der Dezimalzahl. Mit Hilfe eines
MaBbandes stellt er fest, dass 8 Kekse aneinander
gelegt ca. 50cm lang sind, also 16 Kekse 1m
entsprechen. Die weitere Rechnung flihrt er halb-
schriftlich fort.
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Peter-Koop, Andrea/Ruwisch, Silke
(Hrsg.): Gute Aufgaben im Mathe-
matikunterricht der Grundschule;
Mildenberger 2003
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7 Weihnachtspackchen

Wir wollen Rechenpakete mit den Zahlen aus dem Adventskalender
packen. Die Ergebniszahlen sollen 5,10,15, 20, 30, 40, 50 oder 100 sein.
Alle Rechenoperationen (+, —, -, :) kdnnen benutzt werden.

Worum geht es?

Die Schuler trainieren bei dieser Aufgabe ihre Rechenfertigkeiten im Umgang
mit den ihnen vertrauten Rechenoperationen. Im Gegensatz zu vorgegebe-
nen Aufgaben wird hier von den Schiilern das Finden von Aufgaben zu
einer vorgegebenen Zahl verlangt. Das Erkennen, Entdecken und Nutzen
von Zahlbeziehungen (Tauschaufgaben, Partnerzahlen) wird angeregt. Vor-
teilhaftes und effektives Herangehen an das Finden von Aufgaben zu den
vorgegebenen Ergebniszahlen verlangt vielfaltiges Wissen Gber Zahlen und
Zahlbeziehungen sowie Uber Verknlpfungsmaoglichkeiten in Verbindung mit
den Rechengesetzen. Jeder Schiler kann mit unterschiedlichen Strategien
an die Aufgabe herangehen und auch von ihm bisher noch nicht genutzte
Zahlbereiche erkunden. Durch die Vielfaltigkeit der entstehenden Aufgaben
bieten sich zahlreiche Moglichkeiten, um Muster und Strukturen in den
Losungen zu entdecken.

Madgliche Entdeckungen:

Schéne Packchen: Partnerzahlen:

40=19+ 11 10=10+0

40=18+12 10=9+1

40=17+13 10=8+2

Tauschaufgaben: Nutzen von mehr als zwei Zahlen:
20=19+1 oder 20=1+19 50=24+23+3

50=12+24+16

Je nach Leistungsvermdgen erhdhen die Kinder die Anzahl der Operatoren
und/oder sie verandern Ergebniszahlen. Mit den Zahlen von 1 bis 24 L6-
sungen zur Ergebniszahl 100 zu finden, ist flir manche Kinder sicher eine
groBe Herausforderung. Die Verwendung mehrerer Zahlen fir eine Losung
oder eine Erweiterung der Ergebniszahlen bieten weitere Differenzierungs-
maglichkeiten.

Wie kénnte man vorgehen?

An der Tafel findet sich ein Weihnachtsbaum mit 24 leeren Feldern. Die
Schiller tragen die Zahlen von 1 bis 24 ein. Natlrlich darf jede Zahl nur
einmal vorkommen. Im Anschluss formuliert der Lehrer die Aufgabe und es
werden Beispiele gemeinsam an der Tafel gesammelt. Komplexere Losungen
werden lobend hervorgehoben. Danach erhalt jeder Schiiler ein vorbereitetes

Stufe Zeitbedarf
1. bis 3. Klasse, 3 bis 4 Unterrichts-
besonders geeignet fir jahrgangs- stunden

gemischte Lerngruppen
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Themenfeld
Zahlen und Operationen

Anforderung
die Vorgehensweise bei der
Addition und Subtraktion verstehen

Allgemeine mathematische
Kompetenz

Kommunizieren: eigene Vorgehens-
weisen beschreiben, Lésungswege
anderer verstehen und gemeinsam
dartiber reflektieren

Verknlipfen verschiedener
Rechenoperationen:
30=24+24-18
30=2-10+10

Zahlenketten:
15=14+2+3+4+5

Material
- Wendeplattchen
— Kopiervorlage 7
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Arbeitsblatt mit einem Weihnachtsbaum und bearbeitet Packchen mit selbst
gewahlten Ergebniszahlen. Der Vorteil dieser Einzelarbeitsphase besteht
darin, dass durch die unterschiedliche Herangehensweise der Schiiler viele
unterschiedliche Aufgaben zu den Ergebniszahlen entstehen, an denen sich
im anschlieBenden Gesprach Zusammenhénge verdeutlichen lassen. Die
Losung dieser Aufgabe beansprucht ungefahr 30 Minuten.

Im Anschluss an diese Arbeit stellen die Schiiler je ein Paket mit ihren Lo-
sungen im Stuhlkreis vor. Die Aufgaben werden in ein groBes Weihnachts-
paket mit der entsprechenden Ergebniszahl eingetragen. Dadurch erhalten
alle Schiiler die Gelegenheit schnell zu vergleichen, ob sie auch diese Auf-
gabe gerechnet haben oder ob sie andere Méglichkeiten gefunden haben.
Fir die Schiler wird deutlich, dass zu einer vorgegebenen Ergebniszahl
verschiedenste Aufgaben und Rechenoperationen maglich sind. Im weiteren
Verlauf haben die Schiiler die Mdglichkeit, ihre noch nicht im groBen Weih-
nachtspaket vorhandenen Aufgaben einzutragen bzw. noch weitere Auf-
gaben zu finden. Die letzte Arbeitsphase ist dem Finden von Mustern und
Strukturen gewidmet. Die Schiler bilden Gruppen mit dem Ziel, Gemein-
samkeiten, Ordnungsmdoglichkeiten und Aufgabenzusammenhéange heraus-
zufinden. Die Rechenteams schreiben ihre Erkenntnisse und Einsichten auf
und stellen sie spater der gesamten Lerngruppe vor.

Erfahrungsbericht

Beim Einsatz der Aufgabe im jahrgangsgemischten Unterricht des ersten
und zweiten Lernjahres waren die Maoglichkeiten der Differenzierung beson-
ders wichtig. Durch die offene Formulierung und die breite Spanne an
vorgegebenen Péackchen (jedes Packchen enthielt eine andere Ergebniszahl)
hatte jeder Schiler je nach seinen individuellen Fahigkeiten die Méglichkeit,
Loésungen zu finden. Die Schiller erkannten sehr schnell, dass der gezeichne-
te Weihnachtsbaum mit den leeren Feldern ein Adventskalender sein kdnn-
te und formulierten, dass man nun noch die Zahlen von 1 bis 24 eintragen
muss. Im Gesprach wurden gemeinsam Ideen zusammen getragen:

Man kénnte

— die Zahlen ordnen,

— mit den Zahlen rechnen,

— zusammenzahlen, wie groB3 das Ergebnis aller Zahlen ist,
— Zahlen vergleichen,

— zu jeder Zahl ein Bild malen.

Bei der Erarbeitung der ersten gemeinsamen Beispiele kamen schnell viele
Rechenaufgaben mit unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad zusammen. Kom-
plexe Losungen bestanden aus mehreren Rechenoperationen, héheren Er-
gebniszahlen und Aufgaben mit mehr als zwei Operatoren.

Nach einer Zwischenbesprechung konnten die Schiler selbstandig fortfah-
ren, die Lehrerin hatte Zeit, sich einzelnen Schiilern zuwenden und sich
Losungsstrategien erklaren zu lassen. Auf vorbereiteten Plakaten wurden die
Losungsmaoglichkeiten der Schiler gesammelt und verglichen In der letzten
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Unterrichtsphase sollten Muster und Strukturen gefunden werden. In Grup-
penarbeit wurden nun die einzelnen Aufgaben zu den Ergebniszahlen ge-
nauer unter die Lupe genommen. Im Vordergrund stand die Frage, welche
Aufgaben zusammengehéren und wie man sie nach bestimmten Gesicht-
punkten ordnen konnte.

Die Aufgaben wurden von den Kindern nach Rechenoperationen und der
Anzahl der Operatoren geordnet. Tauschaufgaben wurden gesammelt und
»Schone Packchen” zusammen gestellt. Im Anschluss prasentierten die Grup-
pen ihre Ergebnisse den Mitschulern.

Dokumente aus der Erprobung

Bild 1 Bild 2
Der strukturierte Einsatz von Wendeplattchen ist fir jlingere und Ansétze fir systematisches Heran-
leistungsschwachere Kinder selbstverstandlich. gehen sind bei Sandra erkennbar.
. Wy
'n;";i._:f": \f?
L ety
; “11- g

_.:?. 1-“

Wie kann es weiter gehen?

Variationen Vertiefende Aufgaben
— Packe Packchen, in denen du nur mit geraden mit Anreiz fir leistungsstarke oder altere Schiiler,
Zahlen rechnest. die Uber die anfangliche Aufgabe hinausgehen:
— Packe Packchen, in denen du nur mit ungeraden - Finde zu den Aufgaben die Tauschaufgaben.
Zahlen rechnest. — Finde zu den Aufgaben Umkehraufgaben.
— Packe Packchen, in denen eine Zahl von 1 bis 24 - Finde Aufgabenfamilien.
die Ergebniszahl ist. - Kannst du ,,Schéne Packchen” fiir eine Ergebnis-
— Packe Packchen, in denen du addierst und zahl zusammenstellen?
subtrahierst. - Finde moglichst viele verschiedene Aufgaben flr
— Packe Packchen, in denen du alle Rechen- deine Ergebniszahl.

operationen nutzt.

— Suche dir selbst Ergebniszahlen und finde Auf-
gaben dazu.

— Wie viele Aufgaben kann man insgesamt fiir die
Ergebniszahl finden?

Literatur

Walther, Gerd u.a. (Hrsg.): Wittmann, Erich Chr./Mller, Wittmann, Erich Chr./Midiller,
Bildungsstandards flr die Grund- Gerhard N.: Handbuch produktiver Gerhard N.: Das Zahlenbuch 1 bis
schule: Mathematik konkret; Rechentbungen Band 1. Vom Eins- 3. Lehrerband 2000; Klett 1994
Cornelsen 2008 pluseins zum Einmaleins; Klett 1994
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8 Opa Piepenbrink

Auf dem Bauernhof von Opa Piepenbrink sind Hihner und Kaninchen.
Zusammen sind es 20 Beine.

a Wie viele Huhner und Kaninchen kénnte Opa Piepenbrink haben?
b Gibt es noch andere Mdglichkeiten?
¢ Findest du sie alle?
Wie viele Moglichkeiten gibt es?
d Beschreibe deinen Losungsweg.

Worum geht es?

Problemldsen ist eine der geforderten allgemeinen Kompetenzen in den
Bildungsstandards Mathematik am Ende der Jahrgangsstufe 4. Problemldsen
besteht aus den Komponenten mathematische Kenntnisse, Fertigkeiten und
Fahigkeiten bei der Bearbeitung von problemhaltigen Aufgaben anwenden
sowie Losungsstrategien entwickeln und nutzen (z.B. systematisch probie-
ren) und Zusammenhange erkennen, nutzen und auf dhnliche Sachverhalte
Ubertragen.

Die Schulerinnen und Schiiler lernen Probleme zu lésen, wenn sie haufig
problemhaltige Aufgaben angeboten bekommen. Problemhaltige Aufgaben
sind Aufgaben, fiir die es kein eindeutig erlernbares Rechenschema gibt
oder zumindest keins, das in der Grundschule nicht zur Verfligung steht.
Hilfreich ist es deshalb fur die Schiler, Gber eine Vielzahl von Strategien
und Hilfsmitteln zu verfligen. Unsere Aufgabe ist es, die Schiiler dabei zu
unterstiitzen, Strategien und heuristische Hilfsmittel zu entwickeln und
ausreichend zu Uben, damit sie lernen, problemhaltige Aufgaben zielgerich-
tet zu bearbeiten.

Eine der einfachsten und natlrlichsten Losungsstrategien in der Grundschule
ist das ,,Probieren”. Man beginnt mit einer vermuteten Losung und probiert
dann, ob die Vermutung stimmt. Hat man noch nicht das richtige Ergebnis,
verbessert man den Versuch und nahert sich so dem Ergebnis immer mehr
an. Diese Strategie wird haufig noch sehr ungeordnet sein, sollte aber nach
und nach planvoller und systematischer erfolgen. Durch die Maéglichkeit des
Probierens als Losungsweg wird fiir die Schiller die Einstiegshlrde gegen-
Uber problemhaltigen Aufgaben niedriger. Sie werden von dem Erwartungs-
druck einer sofortigen richtigen Antwort, der ja bei Kindern mathematischen
Fragestellungen gegeniiber haufig zu beobachten ist, befreit.

Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel beim Losen von problemhaltigen Aufgaben
ist die Zeichnung. Oft kann aus einer geschickt erstellten Zeichnung oder
Skizze schon eine Lésungsidee abgelesen werden. Flr Schilerinnen und
Schiiler der unteren Klassen ersetzt die Zeichnung das konkrete Material

Stufe Zeitbedarf
1. bis 3. Klasse, 1 bis 2 Unterrichts-
geeignet auch fur jahrgangs- stunden

gemischte Lerngruppen

Themenfeld
Zahlen und Operationen

Anforderung

Sachprobleme in die Sprache der
Mathematik Gbertragen und dabei
Gleichungen bzw. Ungleichungen
bilden und sachbezogen I6sen

Allgemeine mathematische
Kompetenz

Problemlésen: Losungsstrategien
entwickeln und nutzen

(z.B. systematisch probieren)

Material

- Knobelheft

- Kopiervorlage 8 (1)
- Kopiervorlage 8 (2)
Kopiervorlage 8 (3)
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beim Erarbeiten und Uberpriifen ihrer Lésungsméglichkeiten. Auch das
Anfertigen einer Zeichnung ist fur die Kinder keine selbstverstandliche
Losungsstrategie und muss gefordert werden.

Die vorliegende Aufgabe wurde ausgewahlt, weil sie eine natirliche Diffe-
renzierung zuldsst. Neben dem Einsatz in einer jahrgangsheterogenen Klasse
eignet sie sich auch gut fur die Arbeit in jahrgangsgemischten Gruppen.
Die erste Teilaufgabe ist von allen Kindern zu bewaltigen, weil sie zeichne-
risch zu lésen ist und mehrere Losungen zuldsst. Jedes Kind kann mindes-
tens eine Losung finden. Sie bietet zusatzlich aber genligend Potential, um
auch far besonders begabte Schiiler Anreize und Herausforderungen zu
bieten. Ahnliches gilt fiir den Einsatz in einer jahrgangsgemischten Gruppen.
Da der Zahlbereich, der zum Bewaltigen der Aufgabe benétigt wird, nur
bis zur 20 reicht, kdnnen durchaus auch Schulfanfanger schon Lésungen fir
diese Aufgabe finden. Altere Schiiler finden mehrere oder alle Lésungen.

Das Finden aller méglichen Lésungen ist schon eine Herausforderung. Ins-
gesamt gibt es vier richtige Losungen: 2 Hihner, 4 Kaninchen — 4 Huhner,
3 Kaninchen — 6 Huhner, 2 Kaninchen — 8 Hihner, 1 Kaninchen. Aus der
Aufgabenstellung geht hervor, dass sich sowohl Hiihner als auch Kaninchen
im Stall befinden, so dass 10 Hithner, 0 Kaninchen und 0 Huhner, 5 Kanin-
chen keine richtigen Lésungen sind.

Wie kénnte man vorgehen?

Je nach Alter wird die Aufgabe von den Schilern gelesen oder vom Lehrer
vorgelesen. Im anschlieBenden Gesprach auBern sich die Schiiler spontan
und entwickeln erste Losungsideen. Der Lehrer kommentiert die Ideen der
Kinder nicht. Gemeinsam wird geklart, worum es in dieser Aufgabe geht
und wie Kaninchen und Huihner aussehen (Anzahl der FiBe!). Dann kénnen
die Schiiler mit ihren Losungsstrategien beginnen. Vorteilhaft ist das Fiihren
eines Knobelhefts, in das die Aufgabe eingeklebt wird.

In der Erarbeitungsphase kann sich der Lehrer ein Bild vom Vorgehen der
einzelnen Schiler machen und dann beim Vorstellen der Ergebnisse darauf
achten, dass Schiuler beginnen, die nur eine Losung gefunden haben. Die
leistungsstarkeren Schiiler, die alle Ldsungsmdglichkeiten gefunden haben,
stellen ihre Ergebnisse zum Schluss vor. Das Vortragen, Darstellen und
Verstehen der Losungswege wird dadurch erleichtert, dass die Vortragenden
ihre Uberlegungen bereits im Heft formuliert haben.

Mit dieser Aufgabe kdnnen die allgemeinen mathematischen Kompetenzen
Problemlésen, Kommunizieren, Argumentieren und Darstellen besonders
gefordert werden. Durch die aktive Auseinandersetzung mit der Problem-
stellung werden Vermutungen angestellt, Losungsstrategien entwickelt und
genutzt. Es werden Zusammenhange erkannt, die spater auf &hnliche Auf-
gaben Ubertragbar sind. Um sich Strategien und Hilfsmittel dauerhaft zu
Eigen zu machen ist es ausgesprochen wichtig, dass die Schulerinnen und
Schiler ihre Losungswege reflektieren. Aufgaben, bei denen verschiedene
Losungen und verschiedene Losungswege zu erwarten sind, eignen sich
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dazu besonders. In der Diskussion beschreiben sie ihre eigene Vorgehens-
weise und lernen die Losungswege anderer kennen. Sie diskutieren ihre
unterschiedlichen Darstellungsformen und vergleichen und bewerten die
Losungswege nach ihrer Effektivitat. Die Zeichnungen oder die schriftliche
Darstellung des Losungsweges helfen den Schiilern, ihr Vorgehen zu rekon-
struieren und zu erklaren. So frith wie moglich formulieren die Schiiler ihre
Losungswege und schreiben sie auf.

Erfahrungsbericht

Die Aufgabe wurde in unterschiedlichen Klassenstufen eingesetzt. Alle Schu-
ler fanden einen Zugang zu der Problemstellung der Aufgabe. Je nach Alter
und Leistungsniveau waren die Losungsstrategien und Hilfsmittel in ihrer
Bandbreite erstaunlich und zeigten eine groBe Heterogenitat sowohl inner-
halb einer Klasse als auch in einer jahrgangsgemischten Gruppe. Severin
(ein Lernanfénger) fragte gleich zu Beginn, ob er schreiben diirfe. Er iber-
legte kurze Zeit und lieferte dann eine auBerordentlich strukturierte Auf-
stellung aller Méglichkeiten (Bild 3).

Da die Vorgehensweise nicht vorgegeben war, begannen alle Schiiler je
nach Leistungsniveau unterschiedliche Losungsstrategien auszuprobieren.
Lernanfanger oder leistungsschwachere Schiiler begannen zunéchst damit
die ersten Kaninchen und Huhner zu zeichnen und deren Beine zu zéhlen
(Bild 1 und 2). Viele gingen eher unsystematisch vor. Sie zeichneten ab-
wechselnd Hihner und Kaninchen und naherten sich so der Lésung an.
Altere oder leistungsstarkere Kinder niherten sich durch ,Probieren” und
,Uberpriifen” der Lésung durch Rechnen an (Bild 4-6).

Auch bei den Zeichnungen wurden Unterschiede festgestellt. Einige Kinder
zeichneten sehr detailgetreu, andere erleichterten sich die Aufgabe durch
alleiniges Zeichnen der FlBe. Nach einiger Zeit hatten alle Kinder mindestens
eine Losung gefunden.

Erstaunt erkannten sie, dass nicht alle die gleiche Mdglichkeit gefunden
hatten und es wurde an den Tischgruppen darliber gesprochen, ob alle
richtig seien. Es entstand eine rege Diskussion mit Argumenten und Gegen-
argumenten und nachdem gemeinsam geklart war, dass es offensichtlich
mehrere Losungen gibt, waren einige hochmotiviert noch weitere Moglich-
keiten zu finden. Andere waren mit einer Losung zufrieden und zeichneten
noch einen entsprechenden Stall.
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Dokumente aus der Erprobung

Bild 1

Sara hat durch Zeichnen und Zéhlen der Beine eine
Maoglichkeit gefunden. Sie hat immer abwechselnd
je ein Kaninchen und ein Huhn gezeichnet und fort-
laufend die Beine gezahlt. So kam sie auf 3 Kanin-
chen und 4 Huhner.

Bild 2 P

Auch Lea hat durch Zeichnen und Zahlen der Beine NG : V™
eine Losung gefunden. Sie hatte aber gleich die €L oSt o« = \‘K\
Idee, dass es noch weitere Losungen geben muss j (]‘ \]0 '

und fand zeichnerisch eine zweite.

ok -~
oot AT = )
ApL -
G0 7o S .
| SEMHFUNTIE 4 HIOANINdeny
JLilNE] 20 e,
Bild 3
Severin (Schulanfanger) Uberlegte kurz und l6ste das Problem gleich auf
der symbolischen Ebene. Gliick oder mathematischer Instinkt hatten ihn H\::sz::\
gleich zur ersten Lésung gefiihrt: 8 Hihner und 1 Kaninchen. PRt tT Y
Er Uberlegte und probierte dann 6 Hithner und 2 Kaninchen aus. An \“\11
dieser Stelle rief er: ,Ich hab’ den Trick!” und schrieb alle Méglichkeiten nos t{
strukturiert auf. Er war von seiner Systematik so fasziniert, dass er K J
. . . . RS e
vergal3, dass mindestens 1 Huhn und 1 Kaninchen im Stall sein sollten. 3
Kein Problem: Severin verédnderte daraufhin die Aufgabenstellung. :\“‘E\,
Dincheys
Hing -
K’""LL_Q L
e T
Hivn
Yg"}fgbf;}f |
T —]
Hiner gy

Auch bei den Schilern der dritten Jahrgangsstufe wurden verschiedene ] Unlhe /
Darstellungsformen gewahlt. Einige nutzten die Tabellenform noch unge- L-;:f Cho |
ordnet (Bild 4) oder die Textdarstellung (Bild 5 und 6). Meist wurde durch . ————
Probieren eine Losung gefunden, durch Zusammenrechnen der Beine iber-

praft und dann entsprechend weitergearbeitet.
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Die Beschreibung des Losungswegs fallt noch einfach aus.

Bild 4 Bild 5 .
e &r‘._.e.rfﬂr m’”‘féﬁ‘”
LY & {1 i
} henen | &“'TW e

Y f?

| j} ‘ _ ;{.4?5-‘ }ﬂ,ﬁl-ﬂ qe .F"‘.(',Cr.,',gy_,;{_
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I 2 )
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{ Kowiterchian
| L fown I'I

Se;
Ler Ko m%q Lt,gﬂ,m

Eq
W Kemtniehon A BHiboven

}h'—}'l
abe min i Fing
oY Ja%? w;m; ,{“fﬂ o llr Vg,

v + Fimgesm

"g«f Lusoq B i

Stolpersteine

Fir manche Kinder stand die zeichnerische Qualitat ihrer Kaninchen und
Hihner im Vordergrund. Es war ihnen teilweise so wichtig ihre Tiere de-
tailgetreu zu zeichnen, dass dabei die eigentliche Aufgabe in Vergessenheit
geriet. Hier lohnt es sich, die Besonderheiten einer Skizze zu besprechen:
Wichtig ist der mathematische Inhalt und nicht die perfekte Abbildung
eines Huhns. Auch der Hinweis, dass nach dem Lésen der Aufgabe noch
Zeit fur das Zeichnen bleibt, kann hilfreich sein.

Manche Schiler zeichneten die Kaninchen wie Osterhasen stehend und
zahlten dann nur zwei Beine, weil es durch diese Darstellung zu zwei Bei-
nen und zwei Armen kommt. Hier hilft nur gemeinsam zu Uberlegen, wie
ein Kaninchen sich fortbewegt und dass Vorder- und Hinterldufe Beine
sind.

Wenn Schiiler noch ungetibt sind, féllt es ihnen haufig schwer, ihren L6-
sungsweg zu reflektieren, in Worte zu fassen und aufzuschreiben. Kleine
Ansatze positiv zu verstarken und gemeinsam an weiteren Formulierungen
zu arbeiten unterstitzt die Kinder in ihrem Bemiihen. ,Ich habe gerechnet.”
(Bild 5) ist ein Anfang. Durch eine Nachfrage z.B. ,Was hast du genau
gerechnet?” kann man etwas genauere Angaben anregen. Wenn der Schi-
ler mlndlich eine Erklarung gibt (das fallt den Schilern im Allgemeinen
leichter) kann man ihn bitten, das eben Gesagte aufzuschreiben.

|
| WGATAHLOES
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Fazit

— Alle Schulerinnen und Schiiler waren hoch motiviert.

- Jeder fand mindestens eine Losung. Schnelle und leistungsstarke Schiler
hatten eine Herausforderung, indem sie nach weiteren Lésungsmaoglich-
keiten suchten.

— Die ganze Bandbreite der Leistungsfahigkeit zeigte sich in den Ergebnis-
sen: Von der einzelnen zeichnerischen Losung bis zur strukturierten Auf-
stellung aller Losungsmoglichkeiten.

— Heuristische Losungsstrategien wie Probieren, geordnete Aufstellung und
Skizze wurden verwendet und gelibt. Es gab unterschiedliche Lésungs-
strategien.

Wie kann es weitergehen?

Um allen Schiilern die Mdglichkeit zu geben, ihren erprobten und reflek-
tierten Losungsweg an ahnlichen Aufgaben zu Uberprifen, sollten sich
weitere Aufgaben mit dhnlichem Aufbau anschlieBen. Gerade schwachere
Schiiler sind erleichtert, weil sie die gleiche Strategie anwenden kénnen,
die sie entweder schon einmal erfolgreich angewendet haben oder die sie
abgeschaut haben. Fast alle erkennen irgendwann die Strukturgleichheit,
aber zu unterschiedlichen Zeitpunkten und in unterschiedlichen Auspra-
gungen.

Folgende Aufgaben kénnten sich anschlieBen:

Auf dem Spielplatz
Auf einem Spielplatz stehen Fahrrader mit zwei Rddern und Puppen-
wagen mit vier Radern. Es sind insgesamt 24 Rader.
a Wie viele Fahrrader und wie viele Puppenwagen kdnnten es sein?
b Gibt es noch andere Mdglichkeiten?
¢ Findest du sie alle?
Wie viele Maglichkeiten gibt es?
d Beschreibe deinen Losungsweg.

Eine groBere Herauforderung sind Aufgaben, bei denen es eine zusétzliche
Bedingung gibt und die nur eine Lésung zulassen:

Hasen und Tauben

Im Hasengehege eines Zoos befinden sich auBer den Hasen auch Tauben.
Zahlt man die Kopfe und die FliBe aller Tiere im Gehege kommt man zu
folgenden Zahlen: Es sind 22 Kopfe und 60 FiiBe.

Wie viele Hasen und Tauben sind im Gehege?
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9 Zahlenfeld

1 Erkunde das Zahlenfeld. Was fallt dir auf?

2 Arbeite mit einem Partner.
Findet schlaue Wege, um alle Zahlen zu addieren.
Begriindet euren Rechenweg.

Worum geht es?

Diese Aufgabe stellt eine Forscheraufgabe im besten Sinne dar. Die Schiler Themenfeld

setzen sich mit gegebenen Zahlenmustern auseinander. Sie versuchen, geo-  Zahlen und Operationen
metrische und arithmetische Strukturen zu identifizieren und anhand dieser

geeignete Strategien zur Berechnung der Summe zu finden. Dabei kommt Anforderung

der Kommunikation tber geschickte Vorgehensweisen und deren Darstellung  mehrere Rechenoperationen
eine wichtige Rolle zu. miteinander verkniipfen

Im Zentrum der Aufgabe steht die Durchdringung der Struktur des oben Allgemeine mathematische
abgebildeten Zahlenfeldes. Es besteht aus 25 systematisch angeordneten Kompetenz
Zahlen von 1 bis 9, die unterschiedlich haufig vorkommen. Weitere Ent- Kommunizieren: eigene Vorgehens-

deckungen: weisen beschreiben, Losungswege
anderer verstehen und gemeinsam
— In einer Reihe findet man ausschlieBlich gleiche Zahlen. darUber reflektieren

— In jeder Spalte findet man andere Zahlen.

— Die Ergebnisse der ersten 5 Reihen sind Quadratzahlen: 2 mal 2, 3 mal 3...

— Die 5 ist die haufigste Zahl und kommt finfmal vor. Nach der 5 nimmt die
Anzahl der einzelnen Zahlen wieder ab.

- In den Diagonalen sind die Zahlen fortlaufend angeordnet (2, 3, 4, 5, 6
oder 4, 5, 6, 7, 8).

- Am Rand des Zahlenfeldes findet man fortlaufend die Zahlen 1 bis 9,
sowohl auf der rechten, als auch auf der linken Seite.

— Untereinander stehen (Spalten) immer entweder gerade oder ungerade
Zahlen.

— Addiert man jeweils die flnf Zahlen einer Diagonale, so stellt man fest,
dass die Summen immer um 5 wachsen.

— Addiert man die Zahlen einer Spalte, ergibt sich das Gleiche.

— Halbiert man das Zahlenfeld senkrecht, so erkennt man, dass die Zahlen
rechts und links von der mittleren Zahlenreihe symmetrisch angeordnet
sind und dadurch gleiche Summen bilden.

— Wenn man in den Senkrechten jeweils zwei Zahlen addiert, so dass die
Summe 10 ergibt, so erhalt man 10 mal 10 = 100.

Die Wahrnehmung dieser RegelmaBigkeiten ist Voraussetzung fiir das Fin-
den geschickter Moglichkeiten zur Berechnung der Summe der 25 Zahlen,
die 125 ergibt.

Stufe Zeitbedarf Material
3. bis 4. Klasse, 1 bis 2 Unterrichts- - Kopiervorlage 9 (1)
besonders geeignet fir jahrgangs- stunden - Kopiervorlage 9 (2)

gemischte Lerngruppen
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Ein geschicktes Verfahren hierzu ware beispielsweise das Bilden von Parchen,
die jeweils 10 ergeben: 149, 2+ 8 usw. Man erhalt 10 solcher Parchen
(=100) und musste dann noch die 5 mal 5 (=25) aus der mittleren Reihe
addieren. Eine andere Mdglichkeit kénnte das Errechnen der Zeilensummen
sein, die sich dann auch wieder zu leicht zu rechnenden Summen zusam-
menfassen lassen (1+9, 4+ 16, 9+ 21, 16+ 24, + 25).

Wie kann man vorgehen?

Zunachst erhalten alle Schiler die Gelegenheit, sich intensiv mit der Struk-
tur des Zahlenfeldes vertraut zu machen. Hierzu wird allen Schiilern eine
Kopie des Zahlenfeldes zur Verfliigung gestellt, die sie in ihr Heft einkleben
und dort ihre Beobachtungen zu Aufgabe 1 notieren. Eine Einflihrung im
Klassenrahmen, in der zunachst Entdeckungen gesammelt werden, wiirde
die mathematische Aktivitat des einzelnen Schiilers einschranken, zumal die
rein rechnerischen Anforderungen fir Schiiler einer 3. oder 4. Klasse leicht
zu bewaltigen sind.

Die Aufgabenstellung zu Aufgabe 2 fordert den Austausch Gber Entdeckun-
gen und Losungsmaglichkeiten nahe: Welche Rechenvorteile kann ich er-
kennen, welches ist fir mich der ,schlaueste” Weg? Die Aufgabenstellung
fur die Partnerarbeit lautet dementsprechend: ,Erkundet das Zahlenfeld.
Findet schlaue Wege, um alle Zahlen zu addieren und begriindet euren
Rechenweg schriftlich.”

Im Anschluss an die Partnerarbeit kommt dem gemeinsamen Unterrichts-
gesprach Uber die gefundenen Losungswege eine auBerordentlich wichtige
Bedeutung zu. Um die Breite und Individualitat der gefundenen Rechenwe-
ge zu dokumentieren und den Austausch im Klassenverband zu erleichtern,
stellen einige Arbeitsgruppen ihre Ergebnisse an der Tafel vor. Ein an der
Tafel vorgegebenes Zahlenfeld erleichtert es den Schiilern, durch farbige
oder andere Markierungen ihren Weg fir alle gut nachvollziehbar zu erlau-
tern.

Die Prasentation erfordert eine Hervorhebung der jeweils wahrgenommenen
Struktur und eine Begriindung flr die Auswahl dieses besonderen Weges.
Dies ist der Lerngewinn der darstellenden Gruppe. Die Zuhorer erweitern
in der Zeit ihren Blick auf das Zahlenfeld oder sehen ihre Erkenntnisse
bestatigt. Die Kommunikation im Klassenverband wird durch das zuvor
entstandene Tafelbild erleichtert. Im Anschluss daran dokumentiert jedes
Kind in seinem Heft ausfiihrlich den Rechenweg, den es nach der Vorstel-
lung der unterschiedlichen Rechenwege persdnlich bevorzugt. Dies kann
auch ein anderer sein, als der, den es anfangs in der Partnerarbeit entwor-
fen hatte. Die Darstellung der Rechenwege im Heft erlangt durch die vor-
hergehende griindliche Diskussion im Klassenverband gréBere Klarheit. Die
Maoglichkeit der Entscheidung auch fiir einen anderen als den urspriinglich
gewdhlten Weg bewirkt eine griundliche Auseinandersetzung mit alternati-
ven Vorgehensweisen.
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Dokumente aus der Erprobung

Ein Sortieren der Schulerarbeiten nach einfachen oder anspruchvolleren
Ausfihrungen fallt schwer. Die einfachste Form, namlich die fortlaufende
Addition aller Zahlen, wurde von keiner Gruppe gewahlt. Allerdings sind
deutliche qualitative Unterschiede bei der geschickten Gruppierung der

Zahlen zu erkennen.

Bild 1

Sharif und Marcel addierten die Zahlen in unterschiedlichen Diagonalen
ohne einen Rechenvorteil zu erkennen und addierten dann die Zwischen-

ergebnisse schriftlich.

Whie groBisk dteSume aller Hobien
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Vicky und Aylin erkannten den Rechenvorteil, dass die Summen der Zahlen
in den Diagonalen jeweils um 5 anwachsen und nutzten dies fur die
abschlieBende Summenbildung. Durch farbige Markierungen und
Nummerierung der Zeilen unterstltzen sie die Nachvollziehbarkeit ihrer
Uberlegungen. Der beschreibende Text blieb allerdings etwas holprig.
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Bild 3

Sophie und Pia erkannten die Moglichkeit, senkrecht jeweils 2 Zahlen zu
einem vollen Zehner zu addieren und fassten auBerdem alle passenden
Maoglichkeiten in jeweils einer Aufgabe zusammen
(7+3+7+3+7+3=30).

Bda s Sumame. oun allem Toblim dus LohSarfile

4+Q=40 8+2+%+2:=20
g F+3+F+3+F23=30
AN bl vbobrbsl v b4 ly =40
N 5+5+5+545 228
e /s
10 *kErI;Md“ME
LETBﬂ;Bh- %gﬁ:wmﬂm o
= :' : :-' = &0 V%MWTE
i e St {= 55 axthrornin s 2. B.
: 4 15 1425 -';Fg 240 £42 040 Br Qs
15 3% *40...

__t > m"”“" MR, D-FEI- anm
oshmal  heernd 425 moss,

Stolpersteine

— Bei einigen Gruppen prasentierte nur ein Schiler den Lésungsweg. Eine
vorhergehende Absprache Uber gewahlte Schwerpunkte erleichtert die
Prasentation als gemeinsame Arbeit. Eine Gliederungshilfe fiir die Prasen-
tation konnte es sein zu beschreiben, was die Gruppe als erstes lberlegt
hat und wie sie dann weiter vorgegangen ist.

— Wenn Schilern zunachst nichts einfallt, ist es sinnvoll, ihren Blick mit ge-
zielten Fragen auf das Entdecken von Auffélligkeiten und Beschreibung zu
lenken. Was siehst du? Was fallt dir auf?

— Fir einige Schiler ist es nicht leicht, ihre richtigen Uberlegungen schriftlich
in Worte zu fassen. Wenn Fachbegriffe wie Diagonale, Summe oder Pro-
dukt noch nicht prasent sind, gilt es, mit eigenen Worten den Zusammen-
hang darzustellen. Die Verwendung mathematischer Fachsprache erleich-
tert die Verstandigung untereinander sehr.

Fazit

— Alle Gruppen haben die Aufgabe verstanden und sie mit dem Schwerpunkt
.geschicktes Rechnen” zielgerichtet bearbeitet.

- Es gab unterschiedlich anspruchsvolle Losungswege — wobei auch die Art
der Darstellung stark variierte.

— Die Motivation, das erweiterte Zahlenfeld zu bearbeiten, war groB. Die
Gruppen verknupften die Erkenntnisse aus der Berechnung des kleinen
Zahlenfeldes mit der neuen Aufgabe.
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— Bei der abschlieBenden Auswertung beteiligten sich alle Schiiler und brach-
ten ihre Vorgehensweisen ein.

— Beim Formulieren und schriftlichen Festhalten ihrer Rechenwege haben die
Schiller auch den Gebrauch von mathematischen Fachtermini gelibt.

Wie kann es weiter gehen?

Zur anspruchsvolleren Fortsetzung der Arbeit bietet sich die Erweiterung
des identisch aufgebauten Zahlenfeldes an. Diese Erweiterung bietet die
Maoglichkeit, erkannte Strukturierungsmaoglichkeiten auf hoherem Niveau
anzuwenden und ihre Anwendung zu festigen. Aus der symmetrischen
Struktur des Zahlenfeldes ergibt sich, dass das rechte und das linke Teil-
quadrat die gleichen Summen besitzen.

Ubertragt man die Erkenntnis aus dem kleineren Zahlenfeld, dass die Summen
der Zahlen in den Diagonalen der Quadrate immer um 5 gréBer werden,
so ergibt sich fur das linke und naturlich auch fir das rechte Teilquadrat
folgende Rechnung: 40 + 45 + 50 + 55 + 60 = 250. Die Summe des rechten
und des linken Zahlenquadrates ist also jeweils 250. Addiert man das obere
Zahlenfeld (Summe 125), das rechte und das linke (Summe jeweils 250)
und das untere (Summe 375) so erhalt man das Ergebnis 1000.

Bild 4

Ben und Lara haben das Zahlenfeld in 4 Teilfelder unterteilt. Die Schiler
haben hier erkannt, dass das rechte und linke Quadrat jeweils die Summe
250 hat und dass das untere Zahlenfeld genau um 25 mal 10 =250 groBer
sein muss als das obere, weil jede Zahl genau um 10 gréBer ist als die
entsprechende Zahl im oberen Teilquadrat.

Bild 5

Alina hat es nicht als notwendig erachtet, das Zahlenfeld vollstandig aus-
zufallen, weil sie das Aufbauprinzip verinnerlicht hat. Die Addition der
Ergebnisse der folgenden Aufgaben ergibt 1000:

- P =00
1 mal 19+1=20 S
3 mal 17+3=60 3(1345)260

i 7ku:\|::r\‘-

SLAS4+TY=100
bellgy y=11Y

ER S T SERUIC
8\t piz 60
q-( 4114 9)=18Y
10.10= 409

4 mal 16+4=80
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Bild 6

Eine weitere Moglichkeit, das Thema Zahlenfeld zu erweitern ist es, die
Schiler selbst Zahlenfelder entwerfen zu lassen, die dann wiederum von
anderen Kindern bearbeit werden kénnen.

20

2
A
2

M. Ruconlolof

)
A
4

Y
B3y

CETGISR,
S AN

A

Die Analogie zur sogenannten GauB-Aufgabe (Addition aller Zahlen von
1 bis 100) legt nahe, im Umfeld von Zahlenfeldern auch ein wenig Ge-
schichte der Mathematik zu betreiben. Das Interesse der Schiler an der
Begegnung mit bedeutenden Personlichkeiten ist hoch und Carl Friedrich
GauB als einer der groBten Mathematiker aller Zeiten ein lohnenswertes
Thema. Der andere Aufbau des dort verwendeten Zahlenfeldes bietet die
Méglichkeit der Ubertragung der in der hier vorgestellten Aufgabe gewon-
nen Losungsstrategien auf einen anderen Zusammenhang. Weitere An-
regungen zur Unterrichtsgestaltung finden sich bei Muller/Wittmann: Das
Zahlenbuch 4, Lehrerband S.202 ff.

Literatur

Nihrenborger, Marcus/Verboom, Lilo: ~ Wittmann, Erich Chr./Miller,
Modul G 8: Eigenstandig lernen — Gerhard N.: Das Zahlenbuch 4.
Gemeinsam lernen; IPN 2005 Lehrerband 2000; Klett 1994
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10 Pizza-Aufgabe

1 Vier Kinder teilen sich gerecht drei Pizzen.
Wie viel bekommt jedes Kind?
Male ein Rechenbild und schreibe auf, was du dir Gberlegt hast,
um die Aufgabe zu I6sen.

2 Jetzt kannst du entscheiden!
Wie viele Pizzen sollen an die vier Kinder verteilt werden?
Finde dann heraus, wie viel Pizza jedes Kind bekommt.

Worum geht es?

Die Bearbeitung der Aufgabe bietet sich als Standortbestimmung vor der
unterrichtlichen Erarbeitung der Bruchrechnung an. In der Umwelt der
Kinder gibt es gentigend Anlasse fir den konkreten Umgang mit Briichen.
Im Zusammenhang mit Langen, Gewichten, Zeiteinheiten im Alltag, bei
sportlichen Veranstaltungen oder auch beim Kochen sind Bruchtermini vie-
len Kindern geldufig. Hieran knupft die Aufgabe an und thematisiert ein
grundlegendes Verstandnis von Brichen. Die Bildung von Bruchvorstellun-
gen auf elementarem Niveau soll angebahnt werden. Der Schwerpunkt der
Aufgabe liegt darauf, grundlegende Briiche wie ein Halb, ein Viertel und
drei Viertel fir die Kinder mit Sinn zu fillen. Der Begriff gerecht weist
darauf hin, dass die GroBe beim Aufteilen nicht beliebig ist, sondern jedes
Kind bekommt gleich viel.

Rechnerisch handelt es sich bei der Pizzaaufgabe um eine Divisionsaufgabe.
Vier Pizzen sollen an drei Kinder verteilt werden. Damit das Verteilen mdg-
lich ist, mussen die Pizzen zunachst aufgeteilt werden. Dazu gibt es unter-
schiedliche Moglichkeiten:

A Man stellt sich vor, dass zunachst drei Kinder je eine Pizza bekommen.
Nun wird von jeder der drei Pizzen ein Viertel abgeschnitten. Das vierte
Kind bekommt dann dreimal ein Viertel Pizza. Jetzt hat jedes Kind drei
Viertel Pizza.

B Jedes Kind bekommt zunachst eine halbe Pizza. Jetzt sind zwei der Pizzen
verteilt. Die dritte Pizza wird in vier gleich groBe Teile zerlegt, also gevier-
telt. Jedes Kind bekommt nun noch eine viertel Pizza. Jetzt hat jedes Kind
eine halbe und eine viertel Pizza, zusammen also drei Viertel Pizza.

C Alle drei Pizzen werden in je vier Stlicke aufgeteilt. AnschlieBend werden
die entstandenen zwolf Viertel an die vier Kinder verteilt. Jedes Kind be-
kommt dreimal ein Viertel Pizza, also insgesamt drei Viertel Pizza.

Bei dieser Aufgabenstellung wird sowohl addiert, subtrahiert, multipliziert
und dividiert. Bei Weg A wird zunachst subtrahiert (1 —11=%) und anschlie-
Bend addiert 1 + %+ % =32 oder multipliziert 3 mal 7 =2. Bei Weg B wird
zunachst dividiert: 2:4=1. Jedes Kind bekommt also eine Halfte. Anschlie-
3

Bend wird wieder dividiert: 1:4=7 und am Schluss dann addiert: 3+ =23.

Stufe Zeitbedarf
3. bis 5. Klasse 3 bis 4 Unterrichts-
stunden

Themenfeld
Zahlen und Operationen

Anforderung

Sachprobleme in die Sprache der
Mathematik bertragen und dabei
Gleichungen bilden und sach-
bezogen [6sen

Allgemeine mathematische
Kompetenz

Modellieren: Sachprobleme in die
Sprache der Mathematik tber-
setzen, innermathematisch l6sen
und diese Loésungen auf die Aus-
gangssituation beziehen

Material

- farbiges Faltpapier
- Klebstoff

- Scheren
Kopiervorlage 10
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In den Uberlegungen werden Grundoperationen der Bruchrechnung ange-
wendet, ohne dass die Kinder in die Regeln der Bruchrechnung eingefthrt
worden sind.

Konkrete Vorstellungen der Kinder kénnen bei dieser Aufgabe durchaus im
Widerspruch zur mathematischen Gleichheit stehen. Wenn die Pizzen in der
Vorstellung der Kinder unterschiedlich belegt sind, fihren die unterschied-
lichen Wege der Aufteilung praktisch zu unterschiedlichen Ergebnissen.

Der Kreis ist als Grundvorstellung fur die Arbeit mit elementaren Brichen
nicht optimal. Die Zerlegung in Halbe und Viertel kann jedoch mit dem Kreis
sehr anschaulich mit AugenmaB erfolgen kann.

Bei der Pizza-Aufgabe wird ein Alltagsproblem mit Hilfe mathematischer
Uberlegungen geldst. Es handelt sich deshalb um eine typische Model-
lierungsaufgabe.

Wie kann man vorgehen?

Die Aufgabe stellt eine reale Situation des taglichen Lebens vor. Sie provo-
ziert eine pragmatische Losung, die aber auf mathematischem Niveau re-
flektiert werden kann. Realistische Fragestellungen kénnen aufgeworfen
werden: Welche Arten von Pizzen essen einzelne Kinder gern, wie sind die
Pizzen belegt? Welche Teile der Pizzen muss man nach dem Aufteilen au-
Berdem noch essen? Es konnte sich die Frage stellen, was denn eigentlich
Gerechtigkeit bedeutet. Wenn der Vater mit am Tisch séBe, sollte er dann
nicht gerechterweise mehr als ein Kind essen diirfen? Es ist sinnvoll, im
Unterrichtsgesprach Zeit zur Klarung solcher Fragen einzuplanen. Wichtig
ist dabei jedoch, dass kein Losungsweg vorweggenommen wird.

Jedes Kind bendtigt Zeit, in Ruhe Uber die Aufgabe nachzudenken und sich
die Problemstellung bewusst zu machen. Kinder, die sich die Aufteilungssi-
tuation nicht vorstellen kénnen, kdnnen durch Material unterstiitzt werden.
Buntes kreisformiges Faltpapier, Klebstoff und Scheren helfen, die Situation
nachzuvollziehen und eine Lésung flr das Problem zu finden.

Die Schuler sind aufgefordert, das Auf- und Verteilen in einem Rechenbild
festzuhalten, damit der Losungsprozess fir alle nachvollziehbar wird. Sie
verfassen einen kleinen Text, in dem sie ihr Vorgehen beschreiben und
bestenfalls auch begriinden. Die unterschiedlichen Herangehensweisen wer-
den gut sichtbar und jedes Kind macht sich beim Aufschreiben seinen Lo-
sungsprozess noch einmal bewusst.

Die Frage der richtigen Notation von Briichen spielt bei dieser Aufgabe
keine entscheidende Rolle. Es ist durchaus angemessen, wenn die Kinder
eine personliche Schreibweise finden (siehe Titelfoto). Wenn die Schiiler es
wiinschen, bietet sich hier aber auch eine Gelegenheit, die korrekte Bruch-
schreibweise einzufiihren.
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Die fertigen Rechenbilder werden beispielsweise an die Magnettafel geheftet.
Einige Schiler stellen der Klasse ihren Losungsweg vor. Es werden die unter-
schiedlichen individuellen Wege besprochen und auf Effektivitat, Klarheit
und Verstandlichkeit der Formulierungen hin untersucht. Die Moglichkeit
einer Uberarbeitung des Textes kénnte fiir mache Kinder sinnvoll sein. Dazu
wird gemeinsam Uber treffende und sachlich stimmige Formulierungen und
Fachtermini nachgedacht (Was bedeutet halbieren, was bedeutet vierteln?).

Beispiele aus der Erprobung

Bild 1

Mike hat das Angebot der Lehrerin angenommen
und hat aus 3 farbigen Papierscheiben jeweils ein
Viertel herausgeschnitten, um diese an das 4. Kind
zu verteilen. Das Vorgehen von Mike entspricht
dem Weg A.

Bild 2

Melissa bildet in der Zeichnung sehr Ubersichtlich
sowohl das Ergebnis der Aufteilung als auch das
Ergebnis des Verteilens ab. Der Text beschreibt gut
nachvollziehbar das, was das Bild schon ausge-
driickt hat. lhr Vorgehen entspricht dem Weg B.

WJ~ -
D&_ ,-‘% Q ‘U.‘ Wlf /ert-‘./j ,ZK, Tan st
Voube ), A A % .',.;,h R
/{‘Q)'-W-.muo_'l"_ VT, el A
— f A\
..I.Q,{'.'flﬁ)v ] i

Bild 3

Moritz verzichtet ganz auf
eine Zeichnung. Der Text
betont besonders die in der
Aufgabe hervorgehobene I Virdetl
gerechte Verteilung und

den Bezug dazu, dass alle .deL Aiirdly 3 4 it

Teile gleich groB3 sein ’ m‘ﬁh&“
missen. Moritz hat den verfede Acht 2q el

Weg C gewadhlt.

Bild 4

Sophie beantwortet die gestellt Frage nicht in Form
eines Textes oder eines Antwortsatzes. Sie probiert
die unterschiedlichen Méglichkeiten des Aufteilens
der Pizzen in Viertel, Halbe, Drittel und Achtel. Dies
macht sie in zeichnerisch. In der Mitte sieht man
die drei Pizzen. Die Sprechblasen der Kinder enthal-
ten die Moglichkeit der gerechten Verteilung. Den
beiden Kindern links unten und oben geht ein Licht
auf, weil sie eine sinnvolle L6sung gefunden haben.
Die Gedanken der beiden Kinder rechts werden von
Sophie mit einem f versehen, weil bei einer Dritte-
lung oder Halbierung keine gerechte Verteilung
moglich wird. An Sophies Zeichnung wird deutlich,
dass sie ein grundlegendes Verstandnis von Briichen
besitzt.

Mo vwes jefke Pizzan in vier Viertel oder
adht dchtel Eeilen
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Aufgabe 2 dient der vertreifenden Beschaftigung mit der Fragestellung. Sie
kann dazu fuhren, mit einer systematischen Erh6hung der Zahl der Pizzen
eine zugrunde liegende Struktur zu entdecken. Mit jeder weiteren Pizza, die
durch vier geteilt wird, erhoht sich der Anteil jeden Kindes um ein Viertel.
Naturlich lasst sich dies auch riickwarts denken: Wie viel bekommt jedes
Kind, wenn nur zwei oder sogar nur eine Pizza zur Verfligung stehen?
Hypothetisch lasst sich nach Erkennen der Struktur auch die Frage nach
beispielsweise 19 Pizzen I6sen: Bei 20 Pizzen bekame jedes Kind flnf Pizzen.
Bei 19 bekommt jeder ein Viertel weniger, also vier % Pizzen. Als Struktu-
rierungshilfe kdnnten die selbst gewahlten Pizza-Anzahlen und Verteilungs-
ergebnisse aller Kinder in einer Tabelle gesammelt werden.

Bild 5

Marc wahlte eine hohe Anzahl (19) an Pizzen. Die
Rechnung erfolgte ausschlieBlich im Kopf Gber die
Zerlegung des Dividenden und der anschlieBenden
Addition der Teilergebnisse.

Bild 6

Valentina beschreibt ausfihrlich ihren Denkprozess.
Die Zeichnung entspricht dem Text und beinhaltet
die wesentlichen Informationen. Die Zeichnung er-
wies sich als anschauliche Hilfe, um die Verteilung
von jetzt funf Pizzen zu verstehen. Erst danach hat
Valentina ihre Uberlegungen aufgeschrieben.

omn
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Bild 7

Pit untersucht systematisch, wie viel Pizzen die vier
Kinder bekommen, je nachdem ob 4, 5, 6 oder 7
Pizzen auf dem Tisch stehen. Die Darstellung
spricht flr sich und besticht durch ihre Klarheit.
Verbindungslinien machen den Prozess deutlich.
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Erprobungen haben gezeigt

dass die Anfange der Bruchrechnung auch schon bei 9- bis 10-jahrigen
Schiilern thematisiert und bearbeitet werden kénnen. Die Erstellung von
Rechenbildern unterstitzt den Denkprozess.

dass ein problemorientierter Zugang, der an die Alltagserfahrungen an-
knlpft, das Verstandnis auch bei héherem Schwierigkeitsgrad erleichtert.
dass die erste Aufgabe von allen Schiilern gelést werden konnte, allerdings
auf unterschiedlichem Abstraktionsniveau.

dass handlungsbetonte Unterstiitzung manchmal hilfreich ist. Einige Schi-
ler konnten sich den Aufteilungsprozess erst mit Hilfe des Zerschneidens
von farbigen Papierkreisen veranschaulichen.

dass viele Schiler informative Texte schrieben. Schiilern, die beim Verfas-
sen des Textes unsicher waren, half der Hinweis auf die Erinnerung an die
Reihenfolge der Handlungen (Zuerst habe ich ... AnschlieBend ...).

dass durch Reflexion der Texte im Klassenverband und anschlieBende
Uberarbeitung die Qualitdt und Verstandlichkeit der Schiilertexte spirbar
verbessert werden konnten.

dass die Schiler etwa zu gleichen Teilen die drei unterschiedlichen mathe-
matischen Vorgehensweisen zur Losung der Aufgabe wahlten.

dass die Losungsansatze der zweiten Aufgabe vielfaltig waren und beson-
ders viel Spielrdume fir die unterschiedlichen Leistungsniveaus schafften:
Manche Schiiler wahlten auch hohe Anzahlen von Pizzen, andere blieben
im realistischen Zahlenraum. Die Darstellung wurde insgesamt zunehmend
abstrakter.

dass die Aufgabe insgesamt einen groBen natlrlichen Differenzierungs-
spielraum bot.

Aufgabenlosungen mit erh6htem Schwierigkeitsgrad

verdeutlichten den Aufgabenldsungsprozess durch treffende prozessorien-
tierte Zeichnungen.

erfolgten teilweise rein rechnerisch.

reflektierten verschiedene Moglichkeiten des Aufteilens.

brachten auch sprachlich entscheidende Gesichtspunkte zum Ausdruck.

Einfache Aufgabenlésungen
- erfolgten unter Riickgriff auf das bereit gestellte Material.

- legten den Schwerpunkt auf das genaue Zeichnen.
— blieben ohne das Erkennen struktureller Zusammenhange.

Wie kann es weiter gehen?

— Brucheile mit der Zeichenuhr systematisch herstellen und neue Briiche

erzeugen
— andere Briche aus der Lebensumwelt der Schuler vertiefend bearbeiten

Literatur
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11 Das Pascal’sche Dreieck

1 Wie geht es weiter?

Trage die fehlenden Zahlen ein. 1
1 1
2 Welche Muster kannst du entdecken? 1 2 1
Male bunt und beschreibe. (Findest du mehrere?)
1 3 3 1

3 Addiere in jeder Zeile des Dreiecks die Zahlen.
Was fallt dir bei den Ergebnissen auf?

Worum geht es?

Das Pascal’'sche Dreieck ist eigentlich ein Zahlenturm, der schon im alten Themenfeld

China bekannt war. Der franzésische Mathematiker und Philosoph Blaise  Zahlen und Operationen

Pascal (1623-1662) beschaftigte sich intensiv mit dem Dreieck, daher ist

das Dreieck heute unter seinem Namen bekannt. Im Mathematikunterricht Anforderung

wird es héaufig in der Sekundarstufe | behandelt. Durch seinen einfachen  Muster und Strukturen in Zahlen-

Aufbau bietet es aber durchaus auch Grundschiilern eine Fiille von Aktivi- folgen erkennen und beschreiben

taten zum Aufsplren, Beschreiben und Erklaren von Zahlenmustern, Struk-

turen und arithmetischen Beziehungen. Allgemeine mathematische
Kompetenz

Die Faszination flir Muster und Strukturen erfasst jeden lernbereiten und  Argumentieren: mathematische

neugierigen Geist, vor allem weil dass Denken eine strukturierende, ordnen- ~ Zusammenhange erkennen,

de Tatigkeit ist. Strukturen werden im Austausch mit der Umwelt entdeckt, ~Vermutungen entwickeln,

aufgebaut und erworben. Sie sind ndtig, um sich neue Kontexte schnell zu  Begriindungen suchen und

erschlieBen und zu nutzen. Sie gehoren zu den Schliisselqualifikationen um  nachvollziehen

Kreativitat, Problemldse- oder Kommunikationskompetenz zu ermdglichen.

Die Suche nach Mustern und Strukturen bedarf weder einer besonderen

Begabung fiir Mathematik noch irgendwelcher Vorkenntnisse. Vorausset-

zung ist einzig, dass im Mathematikunterricht geniigend Raum fiir indivi-

duelles Suchen und Entdecken gewahrt wird. Er muss fir die unterschied-

lichen Zugange und Wege offen sein.

Diese Aufgabe eignet sich sehr gut fiir eine didaktisch, inhaltliche Offnung
des Unterrichts. Sie ermdglicht sowohl eigenstandiges Denken als auch
Lernen in Sinnzusammenhdngen. Die argumentative Auseinandersetzung mit
anderen Sicht- und Vorgehensweisen wird besonders gefdrdert. Die indivi-
duellen Entdeckungen schaffen Diskussionsbedarf.

Der Aufbau des Pascal’schen Dreiecks ist einfach. Es beginnt oben mit einer
Eins. Darunter stehen zwei weitere Einsen. Aus dieser 2. Zeile ergibt sich
dann die dritte Zeile: 1 2 1. An der Seite stehen jeweils Einsen und die
inneren Zahlen ergeben sich durch Addition der beiden dariiber liegenden
Zahlen der vorherigen Zeile. Dieses Muster kann beliebig nach unten ver-
langert werden. Es entsteht eine mathematische Struktur, in der es fir
Grundschiler einiges zu entdecken gibt:

Stufe Zeitbedarf Material

3. bis 6. Klasse, mindestens 2 Unterrichts- - Kopiervorlage 11 (1)

besonders geeignet fir jahrgangs- stunden — Kopiervorlage 11 (2)

gemischte Lerngruppen - Kopiervorlage 11 (3)
- Kopiervorlage 11 (4)
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— Betrachtet man beispielweise die diagonalen Reihen, so finden sich in der
1. Reihe die natlrlichen Zahlen. In der 2. Reihe ergeben sich die Dreiecks-
zahlen, in der 3. Reihe die Tetraederzahlen.

— In der Summe der Diagonalen finden sich die Fibonacci-Zahlen.

— Alle Zahlen in einer Zeile mit einer Primzahl als Zeilennummer sind durch
diese teilbar.

— Auch jede schrage Spalte ergibt sich als Summe der Zahlen der vorherigen
Spalte.

— Die Summe jeder Zeile ist das Doppelte der vorherigen Zeilensumme.

— In jeder Zeile zeigen sich die Binomialkoeffizienten zeigen.

Durch die Arbeit am Pascal’schen Dreieck werden unterschiedliche allgemeine
mathematische Kompetenzen besonders gefordert, besonders das Problem-
I6sen (Es missen Zahlenzusammenhange erkannt und genutzt werden.), das
Kommunizieren (Auffélligkeiten werden beschrieben, Auffalligkeiten anderer
mussen verstanden und reflektiert werden und mathematische Fachbegriffe
verwendet) und das Argumentieren (Es werden mathematische Zusammen-
hdnge erkannt, Vermutungen entwickelt und Begriindungen gesucht.).

Die Aufgaben bieten ein gemeinsames Lernangebot, das von allen Kindern
nach ihren individuellen Moglichkeiten und Interessen wahrgenommen wer-
den kann. Fur leistungsstarkere Schuler sind sogenannte ,Rampen” vorhan-
den, die eine vertiefende Beschaftigung mit den Lerninhalten ermdglichen.
Nicht zuletzt bietet diese Aufgabe so ganz nebenbei viel Anlass zum Kopf-
rechnentraining.

Wie konnte man vorgehen?

Der obere Teil des Pascal’schen Dreiecks wird den Schilern auf einer OHP-
Folie prasentiert. Die Darstellung endet mit einer leeren Reihe. Die Schiler
vermuten, wie es weitergehen konnte. AnschlieBend bekommt jedes Kind
den entsprechenden Arbeitsbogen und tragt die fehlenden Zahlen ein. In
der Aufgabe 2 hat jeder Schuler die Moglichkeit, selbstandig Muster und
Auffalligkeiten zu entdecken. So finden auch leistungsschwachere Schiiler
einen guten Einstieg in die Aufgabe. In einer anschlieBenden Reflexion
stellen die Schiler mithilfe einer einzufarbenden OHP-Folie ihre Muster vor
und suchen nach Begriindungen. Der Austausch der Schiiler und das Vor-
stellen ihrer Arbeitsergebnisse sind ein wichtiger AnstoB fir die selbstandi-
ge Weiterarbeit an den Forscheraufgaben auf dem Arbeitsbogen.

Erfahrungsbericht

Schnell entdeckten die Schuler einer vierten Klasse die Regel zum Ausfillen
des Dreiecks und berechneten die fehlenden Zahlen. Sie fanden bereits in
dieser Phase die ersten GesetzméaBigkeiten. Es sprach sich schnell herum,
dass man immer nur bis zur Halfte einer Zeile rechnen muss, da sich die
Zahlen in umgekehrter Reihenfolge wiederholen.
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Nachdem sichergestellt war, dass alle Schiler das Dreieck richtig ausgefiillt

hatten, wurden im Klassengesprach verschiedenste Muster und Auffalligkei-

ten des Dreiecks vorgestellt und diskutiert:

— Es sind immer Einsen am Rand.

— In einer Schrage sind die Zahlen 1, 2, 3 ... zu sehen, auf der anderen Seite
in die andere Richtung.

— Das Dreieck hat rechts und links die gleichen Zahlen.

- Manchmal sind zwei gleiche Zahlen in der Mitte und manchmal nicht -
immer abwechselnd.

- Einige Schiler entdeckten die Folge der Dreieckszahlen 1, 3, 6, 10 ... als
Muster.

Bei der Forscheraufgabe 2: ,Welche Muster kannst du entdecken?” ergaben

sich Antworten auf allen Leistungsniveaus:

— Im oberen Schenkel stehen nur Einsen. (Bild 1)

— Bei jeder 2. Reihe kommt jede Zahl doppelt. (Bild 1)

- Es gibt drei Reihen, die aussehen wie ein Wigwam.

- Im darunter liegenden Schenkel stehen die Zahlen von 2-10.

- Im darunter liegenden Schenkel ist die nachste Zahl plus 4, dann plus 5,
plus 6 u.s.w.

— Zweiter innerer Schenkel angefangen + 4, dann + (4 + 1) weitergehend,
dann +(4+2), +(4+3)...

— Das Muster ist in jeder Reihe individuell.

- Es ist ein Dreiecksmuster mit Punkten.

— Es ist genauso wie ein Muster (Dreieck) und es sieht cool aus.

— Ich sehe ein Dreieck in einem Dreieck

Dokumente aus der Erprobung
Arbeiten aus einer 4. Klasse

Bild 1
Jedes Kind findet individuelle
Muster und erklart deren

Struktur 2. Welche Muster knrnst du entdecken?
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Bild 2
Marcel findet viele verschiedene @l
Muster. Er benutzt mathematische @@
Fachbegriffe um seine Entdeckun- |@@.
gen zu erklaren. In der Forscher- :
aufgabe 3 erkennt er sehr schnell
das wesentliche: Die Ergebnisse
verdoppeln sich.
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Wie konnte es weitergehen?

Das 2er-Dreieck bietet eine Variation des Pascal’schen
Dreiecks. Auch hier wurden die fehlenden Zahlen
von den Schilern erganzt und danach Muster und
andere Auffalligkeiten notiert.
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Besonders motivierend war die Méglichkeit,
ein eigenes Dreieck zu entwerfen.
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Das Pascal’sche Dreieck lieBe sich auch bereits in unteren Klassen einsetzen,
wenn man weniger Reihen nimmt und die Kinder daran Muster entdecken
lasst. Die Aufgabe eignet sich dadurch besonders zum Einsatz in jahrgangs-
gemischten Klassen. Die Schiler entwickeln ein Bewusstsein dafir, dass
Mathematik nicht nur mit ,Rechnen” zu tun hat, sondern dass es in der
Mathematik viele interessante Muster, Strukturen und Beziehungen zu ent-

decken gibt.
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Kopiervorlagen

Die Nummerierung der Kopiervorlagen orientiert sich zur besseren Ubersicht
an der Nummerierung der Lernumgebungen. Allerdings weicht die Reihen-
folge aus Platzgriinden hin und wieder davon ab. In der folgenden Liste
finden Sie die Kopiervorlagen in der Reihenfolge ihres Erscheinens:

1 Jeans und T-Shirts

3 Schiebespiel

2 Quadrate spannen

4 Pentominos

7 Weihnachtspackchen

8 (1) Opa Piepenbrink
(2) Auf dem Spielplatz
(3) Hasen und Tauben

10 Pizza-Aufgabe

9 (1) Zahlenfeld
(2) Zahlenfeld

11 (1

(1) Das Pascal’sche Dreieck

(2) Muster im Pascal’sche Dreieck
(3) Das 2er Dreieck
(4)

4) Das ... Dreieck
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